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Calcu |US Luonnollisten lukujen joollisuus 1

Luonnollisten lukujen jaollisuus

Luonnollisten lukujen joukko N koostuu kokonaisluvuista 0, 1, 2, 3, ... eli positiivisista ko-
konaisluvuista ja luvusta nolla.

N={0,123,..}

Luonnollisia lukuja on alun perin kéytetty ilmaisemaan lukuméaaraa tai jarjestysta. Minka ta-
hansa kahden luonnollisen luvun summa ja tulo ovat myés luonnollisia lukuja. Tahan perus-
tuen sanotaan, ettd yhteenlasku ja kertolasku ovat méariteltyja joukossa N.

1 Joollisuussadantoja

Sovitaan aluksi, etta tassa esityksessa pienet kirjaimet a, b, c, ... tarkoittavat luonnollisia lu-
kuja. Jakajana oleva luku ei saa olla nolla. Jos luku a voidaan esittdd muodossa a = bc, sano-
taan, ettd b on a:n tekija ja merkitdan b | a. Kdytetddn myos sanontaa b jakaa a:n tai a on jaol-
linen b:114, kun b = 0. Merkinta d 1 a puolestaan ilmaisee, ett4 d ei ole a:n tekija.

Esimerkiksi luku 55 voidaan esittad tulona 55=5-11, josta kdy ilmi, ettd luku 55 on jaollinen

luvuilla5 ja11eli 5|55 ja11|55. Sen sijaan 55 ei ole jaollinen seitsemélld eli 7 1+ 55, koska
osamaéra 55 : 7 ei ole luonnollinen luku.

Esimerkki 1
a) 6|30, koska 6-5=30.
b) 5 1 93, koska osaméaérd 93 : 5 (=18,6) ei ole luonnollinen luku.
c) Luvun 12 tekijoiné ovat luonnolliset luvut 1, 2, 3, 4, 6 ja 12.
d) Luvulla 5 jaollisten luonnollisten lukujen joukko on {0, 5,10, 15, 20, ...}. Nama luvut

ovat muotoa 5n, jossa n on luonnollinen luku. Parillisten lukujen esitys on vastaavasti
2n ja parittomien 2n + 1.

Luonnollisten lukujen jaollisuus toisella luonnollisella luvulla on aina mahdollista selvittaa
jakolaskulla. Usein jaollisuus on kuitenkin helpointa ratkaista kdyttamélla kymmenjarjestel-
man jaollisuussaantoja. Saannot helpottavat luvun jakamista tekijoihin.

Luonnollinen luku on jaollinen

kahdella, jos sen viimeinen numero on 0, 2, 4, 6 tai 8

kolmella, jos sen numeroiden summa on jaollinen kolmella

neljall&, jos sen kahden viimeisen numeron muodostama luku on jaollinen neljalla

viidell&, jos sen viimeinen numero on 0 tai 5

kuudella, jos se on jaollinen kahdella tai kolmella

kahdeksalla, jos sen kolmen viimeisen numeron muodostama luku on jaollinen kahdeksalla
yhdeksallg, jos sen numeroiden summa on jaollinen yhdeksalla

kymmenelld, jos sen viimeinen numero on 0

e
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Calcu |US Luonnollisten lukujen joollisuus 2

Edella esitetyt jaollisuussaédnnot ovat tavallisimmat ja monet niistd ennestaén tuttuja. Naiden
lisaksi tarkastellaan seuraavassa esimerkissa lahinnd erikoisuutena esimerkin avulla seitsemal-
la ja yhdellatoista jaollisuutta.

Esimerkki 2
Luonnollisen luvun jaollisuus seitsemalla ja yhdellatoista.

a) Seitsemalla jaollisuus

Luvun 9 625 seitsemalla jaollisuus testataan seuraavalla tavalla:

Poistetaan luvun viimeinen numeromerkki (5) ja vahennetdan jéljelle jadvasta luvusta
(962) poistettu numero kahdella kerrottuna (962 — 2 - 5 = 952). Jatketaan samalla tavalla
eli poistetaan viimeinen numero (2) ja vahennetdan jéljelle jadvasté luvusta (95) poistet-
tu luku kahdella (95 - 2 - 2 = 91). Viimeksi saadusta muodosta voidaan seitsemalla jaol-
lisuus paatella (91 = 7 - 13) tai haluttaessa jatketaan vield yksi askel (9 -2-1=7).

b) Yhdellatoista jaollisuus

Luvun 140 349 jaollisuus yhdell&toista selvitetddn seuraavalla tavalla:

Lasketaan ensin jarjestyksessé parittomien (ensimmainen, kolmas, viides jne.) numero-
merkkien summa: 1 + 0+ 4 =5,

Vastaavalla tavalla lasketaan jarjestyksessa parillisten (toinen, neljas, kuudes jne.) nu-
meromerkkien summa: 4 + 3 + 9 = 16.

Mikali edelld saatujen summien erotus on nolla tai yhdellatoista jaollinen, tutkittava lu-
ku on jaollinen yhdell&toista.

Koska esimerkin tapauksessa erotus on 11 (tai vahennysjérjestysté vaihtaen —11), luku
140 349 on jaollinen luvulla yksitoista.

Esimerkki 3

Nelinumeroinen luonnollinen luku voidaan esittdd muodossa 1 000a+100b+10c+d,
jossa kirjaimet a, b, ¢ jad vastaavat kymmenjarjestelman numeromerkkeja 0, 1, 2, ..., 9.
(Esim. 4321=4-1000+3-100+2-10+1)

Osoita, etta t4td muotoa oleva luku on jaollinen kolmella (yhdeksalld), jos numeromerk-
kien a,b,c jad summa on jaollinen kolmella (yhdeksélla).

Ratkaisu:
Luku 1 000a+100b+10c+d voidaan Kirjoittaa muotoon

(999a +a) + (99b + b) + (9¢c + ¢) +d
ja edelleen

(999a+99b +9c) + (a+ b+ c +d).
Helposti ndhd&én, ettd ensimmainen summalauseke on jaollinen kolmella (yhdekséallg).
Alkuperainen luku on ndin ollen jaollinen kolmella (yhdeksalld), jos myds jalkimmai-
nen summalauseke on jaollinen kolmella (yhdeksalld).
Edella mainittu luku 4 321 ei ole jaollinen kolmella eikéd yhdeksalla, koska numero-
merkkien summa on 10.

*h,
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Calculus Luonnolisten lukujen joolisuus 3

Esimerkissa 3 kaytettiin hyvéksi seuraavaa jaollisuuslausetta:

Josk|ajak|b,niink]|(a+b). (Summassa voi olla useampiakin yhteenlaskettavia.)

Todistus:

Oletuksen perusteella on olemassa luvut r ja s niin, ettd a = rk ja b = sk. Tallgin
a+b=rk+sk=k(r+s),

josta lauseen vaite nahdaéan oikeaksi. Todistus on vastaavanlainen, jos yhteenlaskettavia on

useampia kuin kaksi. Koska erotus voidaan esittdd summana, esimerkiksi a — b = a + (-b),

jaollisuuslause patee myos erotukselle.

Summan jaollisuusominaisuuksiin liittyy l&heisesti myds seuraava lause:

Jos summan yhteenlaskettavat yhta lukuun ottamatta ovat jaollisia samalla luvulla,
niin summa ei ole jaollinen télla luvulla.

Todistus:

Olkoons=b +cjaa|bmuttaat c. Talléin myds a | -b. Jos nyt olisi a | s, niin edellisen
lauseen mukaan a | (s — b) eli a | c. Tdma on kuitenkin vastoin lauseen oletusta, joten summa
ei ole jaollinen a:lla. Todistus on vastaava, jos yhteenlaskettavia on enemman kuin kaksi.

Lohkaisuperiaate

Luonnollisen luvun jaollisuutta voidaan tutkia myos ns. lohkaisuperiaatteella, joka perustuu
edell& todistettuihin lauseisiin. Tutkittava luku esitetdan kahden luvun summana siten, etta
edellisestd yhteenlaskettavasta jaollisuus ndhd&én helposti. Talloin koko luvun jaollisuus jaa
riippumaan jalkimmaéisen yhteenlaskettavan jaollisuudesta.

Esimerkki 4
Tutki suorittamatta jakolaskua, onko luku 50 695 864 on jaollinen neljalla.

Ratkaisu:

Luku 50 695 864 “’lohkaistaan” muotoon 50 695 800 + 64 = 506 958 -100 + 64. Saadun
summan kumpikin yhteenlaskettava on jaollinen neljalla, koska 100 =25 -4 ja64=16 -4
(ks. tehtava 7). Talléin my6s summa eli annettu luku on jaollinen neljalla.

Véhintdan kaksinumeroinen kokonaisluku voidaan aina kirjoittaa summana asken esitetyll&
tavalla. Jos nyt kahden viimeisen numeron muodostama luku on neljéll& jaollinen, koko luku
on neljalla jaollinen. Tdma on juuri sivulla 1 esitetty neljéalla jaollisuuden saantd. Vastaavasti
saadaan kahdeksalla jaollisuuden saantd vahintdan kolminumeroisille luvuille.

Esimerkki 5
Osoita jakolaskua suorittamatta, ettd luku 350 015 ei ole jaollinen seitsemalla.

*h,
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Calcu |US Luonnollisten lukujen joollisuus 4

Ratkaisu:

Kirjoitetaan 350 015 = 350 000 + 15. Summan ensimmainen yhteenlaskettava on jaolli-
nen seitsemalld, silla 350 000 = 50 000 - 7. Mutta koska toinen yhteenlaskettava ei ole
seitsemalla jaollinen, ei myodskaéan annettu luku ole seitsemalld jaollinen.

Tehtavia

Tehtavéat 1- 6 on tarkoitettu laskettavaksi ilman laskinta.

1.

Tutki, pitadko véite paikkansa. Perustele!
a) 2|1503 b) 6 T 1565 c) 572000 d)7|4214

Kuinka monta eri suurta tekijéé on luvulla 1 000?

Mitka seuraavista luvuista ovat jaollisia neljalla?

a) 434 b) 2 444 c) 11036 d) 630 254
Tutki luvun jaollisuutta seitsemalla.

a) 787 b) 1001 c) 3300 d) 332 640
Mitka seuraavista luvuista ovat jaollisia yhdellatoista?

a) 11111 b) 271 590 c) 72011 d) 171 028
Selvitd, onko luku 234 567 890 136 jaollinen annetulla luvulla.
a)?2 b) 3 c)4 d) 5

e) 6 f) 7 g) 8 h) 9

i) 10 j) 11

Todista, ettd kahden luvun tulo on jaollinen tietyll& luvulla, jos ainakin toinen tekija on
jaollinen talla luvulla.

Etsi kaikki kolminumeroiset luonnolliset luvut, jotka ovat jaollisia seka luvulla 7 etta
luvulla 11.

Tutki lohkaisuperiaatetta kayttden, onko

a) luku 49 1049 jaollinen seitsemalla
b) luku 99 011 jaollinen yhdellatoista

*h,
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Calculus Luonnolisten lukujen joolisuus 5

2 Alkuluvut

Luonnollista lukua, joka on véahintédén 2, sanotaan alkuluvuksi eli jaottomaksi luvuksi, jos se
ei ole jaollinen muilla positiivisilla luvuilla kuin itselldén ja luvulla yksi. Kaikki muut lukua 2
suuremmat luonnolliset luvut ovat yhdistettyja lukuja.

Vanha keino etsid alkulukuja on kayttadéa Eratostheneen seulaa.

Esimerkiksi lukua 60 pienemmat alkuluvut etsitdén seuraavasti:

Kirjoitetaan aluksi taulukkoon kaikki luvut kahdesta kuuteenkymmeneen. Ensimmadinen luku
2 on alkuluku. Yliviivataan kaikki muut kahdella jaolliset luvut. Luku 3 on seuraava alkuluku.
Yliviivataan kaikki muut kolmella jaolliset luvut. N&in jatketaan etsiméll& ensin seuraava al-
kuluku ja sitten yliviivaamalla sen monikerrat. Kun yliviivausta jatketaan siihen asti, kunnes
tullaan alkulukuun, joka on suurempi tai yhté suuri kuin 60, jaljelle jaaneet ovat kaikki al-
kulukuja. Nimittdin jokainen yhdistetty luku, joka on pienempi tai yhta suuri kuin 60, on jaol-

linen jollakin alkuluvulla p < /60 . Mutta kaikki tallaiset luvut on jo yliviivattu.
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Esimerkissa riitti, kun yliviivattiin vain luvuilla 2, 3, 5 ja 7 jaolliset luvut, silla seuraava alku-

luku 11 on suurempi kuin 60 ~7,7. Nain I0ydettiin lukua 60 pienemmét alkuluvut 2, 3, 5, 7,
11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53 ja 59.
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Esimerkki 1
Tutki, onko luku 263 alkuluku.

Ratkaisu:
Jos 263 on yhdistetty luku, se on jaollinen jollakin alkuluvulla, joka on enintdan +/263.
Tallaisia tutkittavia alkulukuja ovat 2, 3, 5, 7, 11 ja 13, silla /263 ~16,2.

263 :2 =131, jakojaannos 1

263:3 = 87, jakojaannos 2 Huomautus: Jaollisuutta tutkittaessa
263:5 = 52, jakojaannos 3 voidaan soveltaa myos aikaisemmin
263:7 = 37, jakojaannos 4 esitettyja jaollisuussaantoja.

263 :11 = 23, jakojaannos 10

263 : 13 = 20, jakojaannos 3

Koska 263 ei ole mill&én tutkittavista luvuista jaollinen, se on alkuluku.

Vastaus: Luku 263 on alkuluku.

*h,
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Calculus Luonnolisten lukujen joolisuus 6

Alkuluku on jaoton, mutta yhdistetty luku voidaan jakaa tekijoihin usein monellakin eri taval-
la. Esimerkiksi 126 =6-21=3-42=7-18 jne. Sit4 vastoin on vain yksi tapa esittdd yhdistetty
luku alkulukujen tulona eli jakaa luku alkutekijoihin, jollei tekijoiden jérjestysta oteta huomi-
oon. On voimassa aritmetiikan peruslause:

Aritmetiikan peruslause

Jokainen yhdistetty luonnollinen luku voidaan esittad vain yhdella tavalla alkulukujen
tulona, kun tekijoiden erilaista jarjestysté ei oteta huomioon.

Maaritelmansé mukaan yhdistetty luonnollinen luku voidaan esittdd kahden pienemman luon-
nollisen luvun tulona. Jos ndma luvut eivat ole alkulukuja, ne voidaan edelleen esittéé pie-
nempien luonnollisten lukujen tulona. Kun ndin jatketaan, yhdistetty luonnollinen luku saa-
daan jaetuksi alkutekijoihinsa.

Edella olleen esimerkkiluvun 126 alkutekijaesitys 2 -3 -3 7 eli 2-3%-7 on aritmetiikan pe-
ruslauseen mukaan kyseisen luvun ainoa alkutekijéesitys.
Tehtavia

10. Jatka edelld esitettya Eratostheneen seulaa lukuun 100 saakka. Mitka luvut ovat alkulu-
kuja valilla 2-100?

11. Kuinka monta parillista alkulukua on olemassa?

12. Jaa luvut alkutekijoihin.
a) 14 b) 28 c) 51 d) 119 e) 666 f) 50 050

13. Mitka seuraavista luvuista ovat alkulukuja?
a) 103 b) 441 c) 733 d) 993 e) 1237

14. Kuinka monta kertaa luku a) 30, b) 45, ¢) 73, d) 210 tulee poistetuksi Erastostheneen
seulassa?

3 Syt japyj

Suurin yhteinen tekija

Annettujen luonnollisten lukujen yhteinen tekija on luku, jolla kaikki annetut luvut ovat jaolli-
sia. Yhteisista tekijoista suurin on nimensa mukaisesti suurin yhteinen tekija (syt).
(engl. gcd, greatest common divisor)

Luonnollisten lukujen suurin yhteinen tekija muodostetaan niin, etta luvut jaetaan ensin alku-
tekijoihin ja kaikki yhteiset alkutekijét kerrotaan kesken&an. Tuloon otetaan alkutekijoiden
pienimmat potenssit.

*h,
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Esimerkki 1
Maarita lukujen 54, 120 ja 144 suurin yhteinen tekijéa.

Ratkaisu:
Jaetaan luvut alkutekijoihin ja muodostetaan yhteisten tekijoiden tulo.

54=2.27=2-3-9=2.3°
120=2-60=2-2-2-15=2%-3.5
144=2.72=2-8-9=2*.3°

syt = 2-3=6 Vastaus: syt(54, 120, 144) =6

Lukuja, joiden suurin yhteinen tekija on 1, sanotaan keskenaan jaottomiksi. Niinpa esimerkik-
si luvut 8 ja 15 ovat keskendén jaottomia, koska syt(8, 15) = 1.

Pienin yhteinen jaettava

Murtoluvut on ennen yhteen- ja vahennyslaskua muutettava samannimisiksi. Yhteiseksi ni-
mittajaksi valitaan talléin usein nimittdjien pienin yhteinen jaettava (pyj). (engl. lcm, least
common multiple)

Annettujen luonnollisten lukujen pienin yhteinen jaettava on pienin luonnollinen luku,
joka on jaollinen jokaisella annetuista luvuista.

Esimerkiksi lukujen 3, 6 ja 8 pienin yhteinen jaettava pyj(3, 6, 8) on 24.

alkutekijaa otetaan niin monta kuin sitd on siind luvussa, jossa sita on eniten, ja lopuksi saadut
alkutekijat kerrotaan keskenaan.

Esimerkki 2
Madrita pyj(42, 60, 125).

Ratkaisu:
42 =2-3.7
60 =22-3.5
125=53

pyj = 2°-3-5°.7=10500 Vastaus: pyj(42, 60, 125) = 10 500

Esimerkki 3

Laske lausekkeen 1 + E + i arvo.
15 45 63

*h,
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Ratkaisu:
Maaritetddn aluksi nimittdjien pienin yhteinen jaettava.

15=3.5
45=9.5=32.5
63=9.7=32.7

pyj = 3*-5-7=315
Murtolukujen yhteiseksi nimittajaksi valitaan pyj(15, 45, 63) = 315.

7 11 4 _21.7 7-11 5.4 244
—+ =+ —= + + =
15 45 63 315 315 315 315

Vastaus: Lausekkeen arvo on %

Kahden nollasta eroavan luonnollisen luvun a ja b suurimman yhteisen tekijén ja pienimman
yhteisen jaettavan valilla on voimassa yhtélo

ab = syt(a, b) - pyj(a, b)

Osoitetaan yhtélo oikeaksi. Olkoon syt(a, b) = ¢ ja pyj(a, b) = d. Talldin syt:n madritelman
mukaan on sellaiset keskenéan jaottomat luvut p jar, ettd a = pc ja b =rc. Liséksi
d = prc, joten ab=pc-rc = c¢- prc = cd = syt(a, b) - pyj(a, b) .

Tehtévia
15. Maarita lukujen suurin yhteinen tekija.
a) 24 ja 66 b) 17 ja 37 c) 30,54 ja144 d) 8,16, 70 ja 420
16. Supista.
a) 22 b) 22 c) 32 d) 220
63 143 93 2730
17. Maéarita.

18.

19.

20.

21.

a) syt(300, 630) b) syt(126, 792) c) syt(234, 585, 819) d) syt(105, 176, 450)

Madrita lukujen pienin yhteinen jaettava.

a) 14 ja 32 b) 14,32ja36 c) 70, 240 ja 512
Maarita.

a) pyj(15, 25, 45) b) pyj(100, 126, 315, 420)

Lavenna murtoluvut samannimisiksi ja laske lausekkeen arvo.

N S A AN
5 30 45 144 216 25 75 105

Tiedetadn, ettd syt(1 426 ja 1 748) = 46. Méarita pyj(1 426 ja 1 748).

*h,
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Calculus Luonnolisten lukujen joolisuus 9

4 Salakirjoitus

Salakirjoitus on menetelmad, jossa selvakielinen teksti muutetaan salakieliseksi tekstiksi. Sala-
kirjoitustekniikoita eli salausalgoritmeja on monia, ja niist4 yksi luotettavimmista perustuu
luonnollisten lukujen jakamiseen tekijoihin. Téassa esityksessa luodaan lyhyt yleiskatsaus sa-
lakirjoituksen perinteisiin menetelmiin ja alan terminologiaan.

Salakirjoituksen purkamisessa teksti muutetaan takaisin selvékieliseksi tekstiksi. Téhan tarvit-
tavaa tietoa sanotaan avaimeksi. Salakirjoitus ja purkaminen voidaan tehd& joko yhdell&
avaimella tai kahta avainta kayttéden. Edellistd menetelma& sanotaan symmetriseksi ja jalkim-
maisté epasymmetriseksi tekniikaksi.

Selvakielinen Salakielinen Selvakielinen
teksti teksti teksti

Sama avain sekd
salaukseen ettd purkuun

Lahettaja < » Vastaanottaja

Symmetrisessa salakirjoituksessa seka salaaminen ettd purkaminen tehddén samalla
avaimella. Tama yhden avaimen menetelmé on vanhin, ja siind ongelmana on avaimen toimit-
taminen osapuolelta toiselle luotettavasti niin, ettd avain sailyy salaisena. Seuraava kaavio
havainnollistaa yhden avaimen tekniikkaa.

Epasymmetrisessa salakirjoituksessa eli julkisen avaimen tekniikassa avaimia on kaksi.
Salausavainta kaytetéan tekstin salaamiseen ja purkuavainta salatun tekstin purkamiseen.
Salausavain on julkinen, ja se voi olla vaikka kaikkien nahtéavilla esimerkiksi Internetissa.
Purkuavain on vastaanottajan yksityinen avain. Menetelmé toimii niin, ettd vastaanottaja il-
moittaa julkisesti hanelle ldhetettavien viestien kirjoitusavaimen. Tata kayttéen l&hett4j4 salaa
viestin ja toimittaa sen vastaanottajalle, joka sitten avaa viestin hallussaan olevalla yksityisella
avaimella. Seuraava kaavio havainnollistaa julkisen avaimen tekniikkaa.

[ Selvakielinen

Salakielinen
teksti

Selvakielinen
teksti

teksti

Julkinen Vastaanottajan
avain salainen avain

Lahettaja Vastaanottaja

Salakirjoitusmenetelmid on kdytetty jo muinaisen Egyptin, Rooman ja Intian ajoista asti.
Spartalaisten ajoista alkaen sitd on kéytetty sodankéynnissé ja siihen liittyvéssa tiedustelussa.
Nykyisin kayttotarvetta on 10ytynyt paljon tietoverkkojen myodta mm. kaupankdynnissé ja
tutkimuksessa. My®os yksityisill& ihmisilla on mahdollisuus salata esimerkiksi sahkdpostivies-
tinsé.

*h,
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Calculﬁ'§ Luonnollisten lukujen joollisuus 10

Viesteja salakirjoitetaan, jottei niiden sisélto paljastuisi ulkopuolisille. Julkisia ja yksityisia
avaimia tuotetaan salausalgoritmeilla. Avaimen bittisyys tarkoittaa sitd, kuinka monesta bitista
avain muodostuu. Kolmesta bitistd saa 2° = 8 erilaista yhdistelmaa ja neljasta bitista 2* = 16
erilaista yhdistelméaa, jolloin 56 tai 128 bittisilla avaimilla on jo merkitysta salauksen murta-
misajan kannalta. Salaisen avaimen tekniikassa avaimen suositeltava minimipituus on 128
bitti&, kun taas julkisen avaimen menetelmassa avaimen pitaa olla huomattavasti pitempi.
Kaikesta huolimatta parhainkin salausavain voi olla murrettavissa.

Esimerkkeja salausmenetelmistd

Esimerkki 1
Salakirjoituksessa joka kolmas kirjain on lahetettyéa tekstia.

Helppo salausmenetelma on sellainen, jossa esimerkiksi joka kolmas Kirjain on salatta-
vaa tekstid. Talloin esimerkiksi osoite PUIJONKATU voisi olla salattuna
HUPASUJAITUJLIONENMYKPEAKATOPUUK

Esimerkki 2
Polybiuksen salakirjoitusmenetelma

Kreikkalainen historioitsija Polybius keksi salakirjoitusmenetelmén, jossa han jarjesti
kirjaimet taulukkoon. Kirjaimia merkittiin kaksinumeroisella koodilla, jossa ensimmai-
nen numero ilmoittaa rivin ja toinen numero sarakkeen.

Englannin kielen aakkoset voidaan merkitd Polybiuksen mukaan neliétaulukkoon, kun
kirjaimet i ja j yhdistetd&dn samaan sarakkeeseen.

1 2 3|1 4|5
1 | alblcladle Esimerkiksi kirjain b on 12 ja kirjain o 34. Sanaa
2 f g h 1ij| k "ylihuomenna" vastaa salakielisend merkkiryhma
’ 5431242345343215333311.
3 I m | n 0 p
4 q r S t u
5 vV | w | X y z
Esimerkki 3

Caesarin salakirjoitus

Gaius Julius Caesar salasi sotapaallikoilleen l&ahettdméansa viestit, ettd viholliset eivat
saisi niita selville. Jokainen kirjain korvattiin aakkostossa kolme kirjainta seuraavana
olevalla kirjaimella. Aakkoston lopusta siirrytdan korvausmenettelyssa alkuun. Mene-
telmassa esimerkiksi Kirjain a korvataan kirjaimella d ja kirjain z kirjaimella c. Salauk-
sia, joissa korvaus voi alkaa muullakin kirjaimella kuin kirjaimella d, kutsutaan myos
Caesarin salakirjoitukseksi.

Esimerkiksi teksti Veni, vidi, vici olisi salattuna yhql , ylgl , ylfl.

Caesarin salakirjoitus ja sen muunnokset on murrettavissa kokeilemalla vaikka kaikKki
26 siirrosta englannin kielen aakkosissa tai vaikka kaikki 29 siirrosta suomen kielen

aakkosissa.
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Esimerkki 4

One time pad

One time pad on salaus, joka oikein toteutettuna on murtamaton. Avain on aina yhta
pitkd kuin salattava teksti. Samaa avainta ei koskaan saa kdyttaa kahta kertaa ja avaimen
on oltava aina satunnainen. Tavalliseen salauskaytt6on one time pad ei ole kelvollinen.

Esimerkki 5

RSA-salakirjoitus

Rivestin, Shamirin ja Adlemanin vuonna 1977 kehittdma menetelmé& on yksi kaytetyim-
pia julkisen avaimen tekniikoita. Se perustuu siihen, ettd suurten kokonaislukujen jaka-
minen alkutekijoihin on vaikea tehtéva, kun taas suuria alkulukuja on helppo 16ytaa.
Julkisena Kirjoitusavaimena on kahden suuren alkuluvun tulo. Salainen lukuavain edel-
lyttdd néiden alkulukujen tuntemista. Kun valitaan kyllin suuret alkuluvut, salaisen
avaimen selvittdminen parhaillakin tietokoneohjelmilla voi vieda vuosikausia.

Esimerkki 6

Sahkopostiviestin salaus

Sahkdpostin salaus perustuu epdsymmetriseen salakirjoitukseen. Seké séhkopostiviestin
ldhettdja ettd vastaanottaja luovat itselleen avainparin sdéhkopostiohjelmaan asennetulla
salausohjelmalla. Molemmat pitavat salassa yksityisen avaimensa, mutta antavat toisil-
leen julkisen avaimen.

Jos nyt esimerkiksi Kalle lahettad viestin lidalle, niin han salaa sen lidan julkisella
avaimella, ja lida voi purkaa sen yksityisella avaimellaan. Toisin péin l&hetettyna lida
salaa viestin Kallen julkisella avaimella, ja Kalle purkaa sen yksityisell& avaimellaan.

Esimerkki 7

Puhuttu salakieli

Yhdysvallat kaytti toisen maailmansodan aikana navajointiaaneja viestintatehtavissa.
He kayttivat omaa didinkieltadn lahettdesséan viestejé radiolla. Navajon kielta ei tuol-
loin vield tunnettu Yhdysvaltojen ulkopuolella, joten japanilaiset ja saksalaiset eivéat
ymmarténeet viestien siséltod. Toisen maailmansodan aikaisille aseille ei navajon kie-
lessa ollut vastinetta, joten niille annettiin peitenimet.

Tehtavia

22. Salaa oma postiosoitteesi esimerkin 1 menetelmall& niin, ettd joka neljas kirjain tai nu-
mero on osoitteesi tekstid.

23. Salaa Polybiuksen salakirjoitusmenetelmalld seuraava teksti: Kryptografia on tiede, joka
tutkii, miten teksteja voidaan salata ulkopuolisilta.

24. Salaa Caesarin menetelmalld seuraava teksti: Kryptoanalyysi tutkii, kuinka salattuja

viesteja voidaan purkaa tietdméttd avainta.
Korvaa jokainen kirjain suomalaisten aakkosten nelja kirjainta seuraavana olevalla kir-
jaimella.
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25. Atbash-salakirjoitus on yksi vanhimmista salakirjoitusmenetelmista, josta on esimerkke-

ja jo Raamatussa. Kysymyksessa on korvausmenetelmd, joka vain kaantaa aakkoston eli
suomalaisessa aakkostossa salaa kirjaimen A kirjaimeksi O, kirjaimen B kirjaimeksi A
jne.

Salaa Atbashmenetelmélla seuraava teksti: Kryptologia on matemaattinen tiede, joka
tutkii salakirjoitusta. Kryptografia ja kryptoanalyysi ovat sen osa-alueita.

Vastauksia ja ratkaisuohjeita

1.

a) Vdite ei pida paikkaansa, silla luvun 1 503 viimeinen numero ei ole 0, 2, 4, 6 tai 8.
b) Vaite pitaa paikkansa, silla luku 1 565 ei ole jaollinen kuudella.
c) Véite pitad paikkansa, silla luku 72 000 paattyy nollaan.

d) Viite pitéé paikkansa. Luku 4 214 voidaan Kirjoittaa summana 4 200 + 14, josta seit-
semalla jaollisuuden nakee helposti.

Luvulla 1 000 on viisitoista erisuurta tekijaa: 1, 2, 4, 8, 10, 20, 25, 40, 50, 100, 125,
200, 250, 500 ja 1 000.

a) Luku 434 ei ole jaollinen luvulla 4, sill& luku 34 ei ole jaollinen neljalla.

b) Luku 2 444 on jaollinen luvulla 4, silla luku 44 on jaollinen neljalla.

c) Luku 11 036 on jaollinen luvulla 4, silla luku 36 on jaollinen neljalla.

d) Luku 630 254 ei ole jaollinen luvulla 4, silld luku 54 ei ole jaollinen neljall&.

a) Luku 787 ei ole jaollinen luvulla 7, sill& luku78—-2-7 = 64 ei ole jaollinen seitsemal-
1.

b) Luku 1 001 on jaollinen luvulla 7, silld luku 100—2-1=98 on jaollinen seitsemalla.
c) Luku 3 300 ei ole jaollinen luvulla 7. Perustelut: 330—2-0=2330, edelleen
33-2-0=33, josta nahdaan seitsemélla jaottomuus.

d) Luku 332 640 on jaollinen luvulla 7. Perustelut: 33 264 —2-0 = 33 264, edelleen
3326 -2-4=3318, 331-2-8=315, 31-2-5=21. Viimeksi saadusta luvusta selviaa
seitsemalla jaollisuus.

a) Luku 11 111 ei ole jaollinen luvulla yksitoista. Perustelut: parittomien numeromerk-
kiensummaon 3 (=1+1+1)ja parillisten numeromerkkien summaon 2 (=1 + 1).
Saatujen summien erotus 1 ei ole jaollinen luvulla 11.

b) Luku 271 590 on jaollinen luvulla yksitoista. Perustelut: 2 + 1 + 9 = 12, vastaavasti
7+ 5+ 0 =12. Koska saatujen summien erotus on 0, annettu luku on jaollinen luvulla
yksitoista.

c) Luku 72 011 ei ole jaollinen luvulla 11. Perustelut: 7 + 0 + 1 = 8, vastaavasti
2 + 1 =3. Summien erotus 5 ei ole jaollinen luvulla yksitoista.

d) Luku 171 028 on jaollinen luvulla yksitoista. Perustelut: 1 + 1 + 2 = 4 ja vastaavasti
7 + 0 +8 = 15. Summien erotus 4 — 15 = -11 on jaollinen luvulla yksitoista.
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11.

12.

13.

14.
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a) Luku on jaollinen 2:lla, koska viimeinen numero on 6.

b) Luku on jaollinen 3:lla, koska numeroiden summa 54 on jaollinen kolmella (54 =
3-18)

c) Luku on jaollinen 4:118, koska luku 36 on jaollinen neljall&.
d) Luku ei ole jaollinen 5:11&, koska viimeinen numero ei ole 0 eika 5.

e) Luku on jaollinen 6:lla, sill4 edellisen perusteella luku on jaollinen seké 2:1la etta
3:lla.

f) Luku ei ole jaollinen 7:114. Perustelut: 2345 789 013—2-6 = 2 345 789 001
2345678900—-2-1=2345678898, 234567889-2-8=234567873

23456 787 -2 - 3 =23 456 781 2345678 -2-1=2345676
234 567 — 2 - 6 =234 555 23455-2:5=23445
2344-2-5=2334 233-2-4=225
22-2:5=12

g) Luku on jaollinen 8:lla, silla kolmen viimeisen numeron muodostama luku 136 on
jaollinen kahdeksalla (136 =8 - 17).

h) Luku on jaollinen 9:114, sill& numeroiden summa 54 on jaollinen yhdekséalla
(54=9-6)

i) Luku ei ole jaollinen 10:114, sill& luvun viimeinen numero ei ole 0.

j) Luku ei ole jaollinen 11:114, silla parittomien numeromerkkien summa on 23, ja paril-
listen summa 31, jolloin erotus on -8.

Olkoon tulon ab tekija a jaollinen luvulla c. Silloin on olemassa sellainen luku k, etta
a=kc. Tallgin ab =kcb =c-kb. Tulos merkitsee, ettd c | ab.

Kyseiset luvut ovat luvun 77 kolminumeroisia monikertoja: 154, 231, 308, 385, 462,
539, 616, 693, 770, 847 ja 924.

a) Luku 491 049 ei ole jaollinen seitsemalla. Kirjoitetaan luku summana. 491 049 =
491 000 + 49. Summan jalkimmadinen yhteenlaskettava on jaollinen seitsemalld, mutta
edellinen yhteenlaskettava ei ole.

b) Luku 99 011 on jaollinen yhdellatoista. Kirjoitetaan luku summana 99 011 = 99 000
+ 11. Molemmat yhteenlaskettavat ovat jaollisia yhdellatoista ( 99 000 =9 - 11 000)

Katso kansikuva. Kysyttyja alkulukuja ovat 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
47,53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 ja 97.

Vain yksi eli luku 2.

a)14=2-7 b) 28=2°.7  ¢) 51=3-17 d)119=7-17
e)666=2.32.37  f)50050=2.52.7.11.13

Alkulukuja ovat luvut 103, 733 ja 1 237.

a) kolme kertaa b) kaksi kertaa c) ei kertaakaan d) nelja kertaa
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

a) b) c)
24=2%.3 17=1.17 22?;';5
66=2-3-11 37=1.-37 o
_____________ 144 = 24 .32
syt=2-3=6 syt=12
y y syt=2.3=6
) 42 237 2 b)g_n-n_g
63 3.3.7 3 143 1113 13
d) 210 10-3.7 1
2730 10-3-7-13 13
a) 300=22.3.52 b) 126=2.32.7
630=2-32.5.7 792 =23.32.11
syt=2-3-5=30 syt=2.3?=18
d) 105=3-5-7
176 =2* .11
450 =2.3% .57
syt=1
a) 14=2.7 b) 14=2.7
32=2° 32=2°
-------------------- 36 =22.3?
pyj=2°-7=224 .
pyj=2°-3°-7=2016
a) 15=3-5 b) 100=2%.5?
25=5° 126=2.3.7
45=3%.5 315-32.5.7
. 420=2%.3.5.7
pyj=32-52=225
pyj= 22.32.52.7 =6 300
B3 1 P4 54 3 8 65 13
a —+ —+ —=—+—+—=—="—
5 30 45 90 90 90 90 18
3) 2)
b)25+ 7 _,15 14 _, 29
144 216 432 432 432

Calculus

c)

Luonnollisten lukujen joollisuus

d)

8=28

16 = 2*
70=2-5-7
420=22.3.5.7

234=2.3*.13
585 = 3%.5.13
819=3*.7-13

syt = 3°.13=117

70 =2-5-7
240=2"-3-5
512=2°

pyj =2°-3-5.7 =53 760

14
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207 D12 Y11 147 84 55 176
—+1 - = +1 - =1
25 T 75 105 525 525 525 525

c)

Kéytetddn hyvaksi tietoa, ettd syt (a, b) - pyj (a, b) = ab. Talldin
46 - pyj(1 426 jal 748) = 1426 - 1748,
josta edelleen pyj(1 426 ja 1 748) = 54 188.

254254354434224211212411 3433 4424151415, 24342511 444544252424,
3224441533 4415254344152411 51342414111133 431131114411
4531253435453431244324314411.

Ovotxserepoowm xyxomm, oymroe wepexxyne zmiwxinc zsmheer tyvoee Xmixcqcxxc
dzdmrxe.

Slenjorowud op qojyqodjjupyp juyzy, toso jijsuu korésultoujikjo. Slenjowldxud to slen-
joOporeeku ohoj kyp okdoriyujo.

Alla olevasta taulukosta l16ytyvat helposti Atbash-koodin kayttdmat vastinkirjaimet.
Koodi on hyvin helppo murtaa eika sité vaikeuta juurikaan tekstin Kirjoittaminen ilman
tavanomaisia sana- tai virkevaleja: slenjorowu6opq0jyqodjjupypjuyzytosdjijsuuksd
rosultoujikjoslenjowloxudtoslenjodpdreekuohdjkypokdoriyujo

A|B|C|ID|E|F|G|H|I |J|K|L|[M|IN|O|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y|Z|A|A]|O
O|A|A|Z|Y|X|W|V|U|T|S|R|Q|P|O|N|M|L|K|J|I |[H|G|F|E|D|C|B]|A
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Aiheeseen liittyvid poimintoja

Luonnolliset luvut

Matemaattisessa kirjallisuudessa esiintyy kaksi tulkintaa luonnollisten lukujen joukolle N.
Joskus silla tarkoitetaan joukkoa {1, 2, 3, ... } mutta nykyisin hyvin yleisesti myds joukkoa
{0, 1, 2, 3, ... }. Kysymys on sopimuksesta, ja méaarittely riippuu usein Kirjoittajan omasta
tottumuksesta.

Luku O ei ollut lainkaan mukana varhaisimmissa lukujen jarjestelmissg, joissa luvut olivat
vahvasti sidoksissa lukumaéariin. Nolla saatettiin tuntea, mutta sita pidettiin hyddyttémana.
Esimerkiksi Aristoteleen mukaan nolla jotakin ei ole mitaan jostakin. Nykyiset numeromerkit
1,2, 3, ..., 9 pohjautuvat varhaisiin hinduilta peréisin oleviin Kirjoituksiin ja Espanjan mauri-
en arabialaisiin numeroihin. Joskus numeromerkkien loppuun Kirjoitettiin viimeiseksi pyoreé
tapla nollan merkiksi. Sen tarkeyden ilmaisivat arabialaiset erdéssa matematiikan historian
sattuvassa lauseessa: "Kun (v&hennyslaskussa) mitéén ei jaa jéaljelle, kirjoita pieni ympyra,
ettei paikka jaa tyhjaksi”. (Lahde: Lukujen maailma, Life-tietokirjat 1972)

Tesla ja kolmonen

Nikolai Tesla (1856-1943) oli nykyisen Kroatian alueella syntynyt
javuonna 1884 Y hdysvaltoihin muuttanut nerokas fyysikko, jota
pidetddn yhtena nykyajan suurimmista keksijoistd. Han kehitti ns.
teslamuuntajan, keksi siirtdd séhkdenergiaa vaihtovirtaa kayttaen ja
kehitti loisteputken idean. H&n keksi oikosulkumoottorin, joka on
erittain kestéva ja teollisuudessa yleisimmin kdytetty vaihtovirta-
moottorityyppi. Myds radioaalloilla toimivat kauko-ohjain on yksi
lukuista Teslan keksinngista.

Teslalle luku 3 ja kolmella jaollisuus oli tarked. Leipé piti leikata 9
viipaleeksi, astioita ja pyyhkeita piti olla 3 tai 9, ja hotellihuoneessa
asuessaan han pyysi aina 9 nenéliinaa. Hotellihuoneeksi, jossa han asui kymmenkunta vuotta,
han vaati saada huoneen 3327, koska tuo luku on kolmella jaollinen.

Pakkomielteistd huolimatta Teslan nerous on kiistdimatontd. Hanen mukaansa on nimetty
magneettivuon tiheyden B yksikkd 1 T = tesla.

Suurin tunnettu alkuluku

Jo Eukleides (noin 300 eaa) todisti, etta alkulukuja on darettdman monta. Suurinta alkulukua
ei siis ole, mutta aina vain suurempia haetaan jopa kilpailumielessa. Téll& hetkell& (toukokuu
2009) suurin tunnettu alkuluku on 243112 609 _1 Sjin on lahes 13 miljoonaa numeroa, ja se

tuotti 16ytajilleen 100 000 dollarin palkinnon. Luvun auki Kirjoittamiseen tarvittaisiin yli kol-
me tuhatta A4-kokoa olevaa tekstisivua. Niisté tulisi noin 15 cm paksu Kirja.
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