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Asymptootti

Asymptootti on suora tai muu kdyré, jota funktion kuvaajay = f(X) rajatta ldhestyy,
kun muuttujan x arvot ldhestyvat tiettyd lukua tai déretonta.

Rajoitutaan aluksi niihin tapauksiin, joissa asymptootti on suora. Se voi téllgin olla vaa-
kasuora eli x-akselin suuntainen, pystysuora eli y-akselin suuntainen tai vino suora.

Esimerkkejd asymptoottiaan ldhestyvistd kiyristd. Asymptootti on piirretty katkoviivalla.
Esimerkki 1. Esimerkki 2. Esimerkki 3.
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Esimerkki 1.  Asymptoottina on vaakasuora suoray = b.

Kuvan esittdméssa tilanteessa lim f(x)=b eli lim(b— f(x))=0.
X—>00 X—00
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X=a

y =f(x) y:f(y

Esimerkki 2.  Asymptoottina on pystysuora suora X = a.

Kuvan esittdiméssi tilanteessa lim f(X) = 0.
X—a—

Esimerkki 3.  Asymptoottina on vino suora y = kx + b.
Kuvan esittdmassa tilanteessa lim(kx+b— f(Xx))=0.
X—>0

1 Murtofunktion kuvaajan asymptootit

Murtofunktioksi sanotaan rationaalifunktiota, joka voidaan esittdd kahden polynomin
P(X)
q(x)
taisimpaan muotoonsa ja siind nimittdjdn asteluku on vahintdan yksi. Murtofunktiot ovat
siis rationaalifunktioita, joiden lausekkeet eivit ole polynomeja. Ero on tdssé asiayhtey-

dessa tarpeen tehda siksi, ettd polynomifunktioiden kuvaajilla ei ole asymptootteja.

osamédrini eli muodossa f(x) = . Oletetaan, ettd lauseke on supistettu yksinker-

Jokaisen murtofunktion kuvaajalla on ainakin yksi asymptootti. Asymptootit kannattaa
usein madrittdd siksi, ett itse kdyrd voidaan piirtdd helposti niiden tuella. Asymptootit
muodostavat tietynlaiset kehykset varsinaiselle kdyrélle. Seuraavissa esimerkeissa esiin-
tyvét erilaiset suoraviivaiset asymptoottityypit. Koordinaattiakselista eroava asymptootti
on piirretty katkoviivalla.
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Esimerkkien perusteella voidaan tehdé alustavia johtopadtoksid asymptooteista. Ne

maardytyvat

e nimittajan nollakohtien seka
e osoittajan ja nimittdjan astelukujen perusteella

seuraavasti:

Asymptoottina on

1. pystysuora suora nimittdjan nollakohdissa (a, c, d ja f)

2. X-akseli, jos osoittajan asteluku on pienempi kuin nimittéjén (a, b ja c)

3. x-akselin suuntainen suora, jos osoittajan asteluku on sama kuin nimittijin (e)

4. vino suora, jos osoittajan asteluku on yhtd yksikk6éd suurempi kuin nimittdjén (d ja f).

Perustellaan esimerkissé 4 esiintyvét asymptootit.

a) liml=—ooja liml:oo
X—0- X Xx—0+ X
o1
lim —=0
X—too X

Pystysuora asymptootti on y-akseli eli
suora X = 0.

Vaakasuora asymptootti on x-akseli eli
suora 'y = 0.



b)

d)

f)

Murtofunktion kuvaajan asymptooteista vinot asymptootit madritetddn kidytdnndssa niin,

pPX) _

ettd murtolauseke saatetaan muotoon

2
nempi kuin q(X) :n asteluku. Esimerkiksi X

X2+1#0

. 3x ) 3/x% 0
lim = lim —— -~ —
x>t X2 41 xoro]4+1/Xx2 1

Toispuoliset raja-arvot kohdissa X = —1
ja x=1 antavat + tai — ddrettdman.
. X . 1/x 0
lim = lim = =
x>t ] — X2  xotro]l/X—-1 -1

D O | ) 1 _
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Xx—0+ X Xx—0+ X
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xoto X2 +4 xo*o]+4/X2

X2 +1 X
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x—0+ 2X x—0+\ 22X

q(x)

Pystysuoria asymptootteja ei ole.

Vaakasuora asymptootti on x-akseli eli
suora 'y = 0.

Pystysuorat asymptootit ovat X = =*1.

Vaakasuora asymptootti on X-akseli eli
suora y = 0.

Pystysuora asymptootti on y-akseli eli
suora X = 0.

Vino asymptootti on y = X.
Pystysuoria asymptootteja ei ole.
Vaakasuora asymptootti on y = 2.

Pystysuora asymptootti on y-akseli eli
suora X = 0.

Vino asymptootti on Yy =

N | X
N | —

r(x)+ s ,jossa s(X) :n asteluku on pie-
q(x)
_ 2
! = X—l tai X 1 :§+L.Usein
X 2X 2 2x

tahén tarvitaan kuitenkin jakokulmassa jakamista. Siihen liittyy seuraava esimerkki.

Ratkaisu:

Esimerkki 5
2 _
Maiiritd kdyrdn y = Lxl-’_‘t vino asymptootti.
X —_
X—=2 Vaillinaiseksi osamiéréksi saatiin X — 2 ja jakojaannok-
T2 _avaid 2 _
X_1| X2 —3x+4 seksi+2,jotenﬂzx—2+L.Tﬁsténéh—
Fx2+x Xx—1 X—1
x4+ 4 déén, ettd kun X — too, lausekkeen arvot 1dhestyvét
t2x+2 suoran Yy = X — 2 vastaavia arvoja, silld — 0. Vino
+2 -

asymptootti on siis Yy =X —2.

Vastaus: y =x—-2



2 Erdiden tunnettujen kdyrien asymptootit

Eksponenttifunktion kuvaaja

Eksponenttifunktion f(X)=a* kuvaa- YA
jan asymptoottina on X-akseli, silld

lim ax=0,kuna>1,

VA
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X—>—0
ja S G
lima*x=0,kun0<a<1. X
X—>»00

y=ax,a>1

Logaritmifunktion kuvaaja

Logaritmifunktion f(x)=1log_ X ku- YA

vaajan asymptoottina on y-akseli, silld

lim log, X =-o, kuna> 1, /

X

y=ax,0<ax<l

YA

X—0+

. 1 X
ja
limlogax:oo,kun0<a<1. /

X—0+

Potenssifunktion kuvaaja

Potenssifunktio médaritelldan yhtdlolla f (x) = X2, jossa
X>0jaaeR.Kuna<0,kiyrilli y = X2 on asymptootti-
na sekd x-akseli ettd y-akseli.

Potenssifunktion médrittelyjoukkoa voidaan laajentaa.
Jos neZ (esim. f(x) =x2, x e R), asymptootteja ei ole.

. 1
Jostaas ne Z (esim. f(x)=x73= 5 X# 0), asymptoot-
B X
teina ovat koordinaattiakselit.

Hyperbeli

Kun hyperbelin keskipisteend on origo ja huiput ovat x-
X2 y 2

akselilla, yhtdlo on — —— =1
az b2
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y:logax, 0<axl

YA

a<o0

y=x

YA
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Asymptootteina ovat suorat y = +—X. Ndma ovat my0s
a

. . X2 o y2 .
liittohyperbelin — — -— = —1 asymptootit.
az b2
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3 Kayrdviivaiset asymptootit

Jos murtofunktion lausekkeessa p((X) osoittajan p(Xx) asteluku on vihintién kahta suu-
X
rempi kuin nimittdjan g(x), funktion kuvaajalla y = P on kayraviivainen asymp-
X

tootti. Ndiden tarkastelu ei kuulu keskeiseen oppiainekseen, joten havainnollistetaan titi
aihetta vain esimerkilla.

Esimerkki 6
3
Madéritd funktion f(x)= x+l kuvaajan kdyrdviivainen asymptootti ja piirrd kdyra
X

asymptootteineen.

Ratkaisu:
Asymptootti saadaan selville, kun lauseke kirjoitetaan jakolaskulla

i
/‘4
—

1 .1 .
saatuun muotoon X* +—. Kun nyt X — too, niin — — 0, joten ku-
X X

vaaja lihestyy rajatta paraabelia y = X>. Termin 1 merkisti voi- \ \
daan piirtdmisen tueksi péételld, milld puolella asxymptoottiaan \1 | N
kayrd on. Kun esimerkiksi X =-2, on % <0, joten kdyrén piste on \ L
paraabelin pisteen alapuolella. Ohessa on funktion kuvaaja. \

Vastaus: y = x*

Tehtavid
Madrité tehtdvissd 1 ja 2 kdyrien asymptootit ja piirrd niiden tuella kayrit.

1 2 X

1. a =— b)y=—"— c) y=
)y X2 )y X+1 )y X2 +1
—X x* -1 ?
2. a)y=——o b) y= Qy=—>3
X+1 X 1-x

Madritd asymptootit tehtdvissd 3—7. Piirrd tarkistuksen vuoksi graafisella laskimella
kuvaajat asymptootteineen.

1-2x2 X2 —1 1-2x2
3. a = b = C =
)Y 1-x? )y X2 +1 )y X2
4 2x3 +1 x> +5x* -4
4. @) y=——4x-4 b)y= o)y XX =4
)y X+6 )y X2 )Y 2x?
X2 x2 X2 4+2x-2
5. ay= b)y= Qy=——-—

2X+2 1-x 2X=2



(x—1)2 x2 -1 X2 -6
6. a)y= b) y= C)y=
)Y X2 42X )y X—2 )Y X-3
7. a)y=mnX b) y=2-x C) y=X2
8.  Maidritd annetun kdyridn asymptootit ja piirrd graafisen laskimen avulla kdyra
: x4 +1 x*+1 x*—1
asymptootteineen. a)y= b) y= c)y=
2x? X
9.  Mairitd annetun hyperbelin asymptootit.
2
a) X2 -y2=1 b)X?—4y2=1 C) 2x2 —4y? =8
10. Osoita y-koordinaattien erotusta tarkastelemalla, ettd kdyrd y = In(1+e*) ldhenee
rajattomasti suoraa y = X, kun X — c. (yo-teht. S91/8)
11. Kaéyrdlld y = x3(x2 —1)~! on kolme suoraviivaista asymptoottia. Maéritd ne ja
piirrd kdyrd asymptootteineen. (yo-teht. S96/7)
_— X2+1 . . . . Ce
12. Kéyrdn y = mielivaltaiseen pisteeseen P(a, b) asetettu tangentti ja kdyrian
asymptootit rajoittavat kolmion. Osoita, ettd kolmion ala ei riipu sivuamispisteesti
P. Piirrd kuvio. (yo-teht. K98/9)
Vastauksia
1. a)x=0,y=0 b)x=-1,y=2 c)y=0
2. a)x=-l,y=-1 b)x=0,y=x c) X==xl,y=-1
3. a)x=xl,y=2 b)y=1 c)x=0,y=-2
4. a)x=-6,y=x-4 b) x=0,y=2x c)x=0,y=%x+2%
5 a)x=-1 y—lx—l byx=1,y=-—x-1 c)x=1 y—lx+ll
' T2 2 ’ T2 2
6. a)x=0,x=-2,y=1 b)x=2,y=x+2 C)x=3,y=x+3
7. ay=0 b)y=0 c)x=0,y=0
8. a)x=0,y=%x2 b)x=0, y=x3 c)x=0, y=x3
9. a) y==x b)y:iﬁx c)y:iﬂx
4 2
10. Vihje: Merkitse aluksi X =Inex.
11. x==I1,y=x Maiirité piirtdmisen tueksi dériarvot y(i\/g )= +34/3/2.
12.  Asymptootit ovat X =0 ja y = X. Kolmion ala on 2.
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