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Numeerisia ja algebrallisic menetelmid (MAA12) Pikatesti ja kertauskokeet Tehtdvien ratkaisut 1

Pikatesti
1.  Ilmoita annetun luvun likiarvo ensin kahden desimaalin ja sitten kolmen merkitsevin
numeron tarkkuudella. a) % b) —g ¢) 8794.94949
Ratkaisu:
a) % 0,79 ja = ~0,785 b) —> ~—0,56 ja —~ ~—0,556
4 4 9 9

C) 8794,94949 ~ 8 794,95 ja 8794,94949 ~ 8 790

2. Kolmion kanta on (116 +1) m ja korkeus (12,2 £ 0,2 ) m. Arvioi alan suhteellista
virhetta.

Ratkaisu:

Kolmion kanta on a=(116%1) m ja korkeus h = (12,2 + 0,2 ) m. Pinta-alan
A= l ah suhteellinen virhe on enintdan |Aa| + |Ab| = ! + 0,2
2 la| [b] 116 12,2

tulokseen pdadytdin maksimi-minimikeinoa kayttden.)

~ 2,5 % . (Samaan

3. Jaajakokulmassa (2x> +5x* —x—6):(X+2).

Ratkaisu:
2x* +x-3
x+2] 2x7+5x* —x-6
F2x° F4x?
x> - X
F x> F2x
 _3x-6 Jakolaskussa (2x* +5x* —x—6): (X +2) saatava osa-

+3Xt6 méirid on 2X% +X-3.
0

4. Madritd vakiolle a sellainen arvo, etti jako (x* —12x* +15x+a): (x +1) menee ta-
san.

Ratkaisu:
Jako (x* —12x> +15x+a): (x+1) menee tasan, kun

(-D*=12-(-1)> +15-(-1)+a=0. Tasti 1 +12-15+a=0 ja a=2.
5. Madritd yhtilon 4x* +3x* —1=0 kaikki juuret.
Ratkaisu: Merkitisn x* =y, jolloin 4y? +3y—1=0ja y =% tai y =—1. Alkupe-

rdisen yhtilon ratkaisu on siis X = iE tai X ==i.
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2 Numeerisia ja algebrallisiac menetelmid (MAA12) Pikatesti ja kerfauskokeet Tehtavien ratkaisut

x> X, -1

2
3X," +2X,

ollessa 1 kunnes saat kahdesti perdkkiin saman tuloksen. Mikd on tdmaé tulos ja mita
se tarkoittaa?

6.  Kaiytd laskimellasi toistuvasti palautuskaavaa X,,, = X, — alkuarvon

Ratkaisu:

3 2
-1
Palautuskaava X, = X, —% antaa alkuarvolla 1 tuloksen 0,7548776662,
3X,” +2X,

joka on yhtilén x* +x* —1=0 juuren likiarvo.

7.  Yhtdlolld x = 0,3* on juuri vililld ]0, 1[. Méiriti sen nelidesimaalinen likiarvo kiin-
topistemenetelmalld kéyttden alkuarvausta X, = 0,5.

Ratkaisu:
Yhtdlén x = 0,3% iterointi alkuarvolla X, = 0,5 antaa juuren likiarvon 0,5290.

8.  Madritd keskeisdifferenssid ja h:n arvoa 0,01 kéyttiden nelidesimaalinen likiarvo de-
rivaatalle f >(0), kun f(x) =3".

Ratkaisu:

0,01 _ 2-0,01
f’(0)~ Sl R ~ 1,0986

0,02
. . R, Ay
9.  Oheisen kuvan funktiosta on kiytettavissi seuraavat

tiedot:

X -1,0 [-0,5 [0 0,5 1,0

f(x) 1048 [1,30 [1,00 [0,81 [1,42
Maiiritéd korostetun alueen pinta-ala puolisuunnikas- -1 I X
sdaannolla.
Ratkaisu:

A= %[é 0,48 +1,30+1,00+ 0,81 + % . 1,42} =2,03

10. Mairité edellisen tehtdvén pinta-ala Simpsonin sddnndlla.

Ratkaisu:

Ax—-=[0,48+4-130+2-1,00+4-0,81+1,42]~ 2,06

N |~

1
3
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Numeerisia ja algebrallisiac menetelmid (MAA12) Pikatesti ja kertauskokeet Tehtdvien ratkaisut 3

Kertauskoe 1

1.  Ison muoviputken sisdhalkaisijaksi mitattiin (25,5 +0,5) cm ja pituudeksi (600 +1)
cm. Laske putken tilavuus virherajoineen.

Ratkaisu:
Muoviputken tilavuus on V = ﬁ(%)zl - %d ’) = % 12,55°-60,0 dm” ~306,4dm" .

=2- 0,5 + L ~ 0,0409, joten absoluut-
25,5 600

tinen virhe on enintéin 0,0409 - 306,4 dm® ~12,5 dm® . Putken tilavuus on
(306 £ 13) dm’ (litraa). Toisin:

Suhteellinen virhe on enintdin 2

Ad| Al
—_ + JRE—
d |

2 2
Vo — Vini : - :
|AV| < - max 5 UL LR 7(1,30 60’12 1,25 -39.9) dm3 ~12.5 dm3 . Tulos kuten edell4.
. e o) X+ 3y=11 . : . ,
2. Ratkaise yhtilopari vakion a arvoilla 16,503 ja 16,502 ja vertaa
L,5x+4,50ly =a

saamiasi tuloksia. Miten tdma esimerkki liittyy numeeristen menetelmien kayttoon?

Ratkaisu:
s X+ 3y =11 . iy
Yhtéloparin {1,5X+4,501y —16.503 ratkaisuon X=2jay =3.
X+ 3y=11

ratkaisuon X =5jay=2.

Yhtiloparin {1,5 X+4,501y =16,502

Esimerkki osoittaa, ettd pienet muutokset ldhtéarvoissa voivat vaikuttaa lopputulok-
seen paljon. Téllaisissa hdiridalttiissa tilanteissa on kiinnitettiva erityistd huomiota
lahtoarvojen tarkkuuteen ja tulosten luotettavuuteen.

3. Madriti jakojdinnds, kun polynomi x° —5x* +3x—5 jaetaan binomilla x — 2.

Ratkaisu: Kun polynomi P(x) = x® —=5x* +3x—5 jactaan binomilla X — 2, saadaan
jakojddnnokseksi P(2) = —15.

4.  Osoita, ettd yhtilolld x+2e* =0 on tarkalleen yksi juuri ja miriti laskimella sen
kuusidesimaalinen likiarvo. Esittele kdyttdmasi menetelma.

Ratkaisu: Merkitaén f(x) = x+2e*, jolloin f'(x) =1+ 2e*. Koska derivaatta on

kaikkialla positiivinen ja funktio saa vélin [-1, 0] pditepisteisséd erimerkkiset arvot,
funktiolla f on tarkalleen yksi nollakohta. Se on vililld ]-1, O ja on yhtdlon

X +2e* =0 ainoa juuri. Juuren likiarvon —0,852606 voi helposti mirittéi iteroimal-

la yhtilod x = —2e* esimerkiksi alkuarvolla —0,5. Iteraatio suppenee melko hitaasti.
Vertailun vuoksi voi kayttii tissd tilanteessa paljon nopeammin suppenevaa Newto-
nin menetelmaa.
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4 Numeerisia ja algebrallisiac menetelmid (MAA12) Pikatesti ja kerfauskokeet Tehtavien ratkaisut

5.  Kiyrit y=In(1+e*),y=0,x=-1jax =2 rajaavat tasoalueen. Méériti sen pinta-ala
puolisuunnikassédédnnolld kayttamalld kuutta jakovélid.

Ratkai_su:
Az% % f(=1)+ f(=0,5)+ f(0)+ f(0,5)+ f()+ f(l,5)+% f(Z)}

—_ %ln(l+e‘1)+...+%ln(l+e2)}z3,1880

6.  Madritd f °(0,5) @) erotusosamairad, b) keskeisdifferenssid kayttden, kun
f(x) = (x+1)*. Kdytd h:n arvoa 0,001 ja ilmoita tulos viidelld desimaalilla.

Ratkaisu:
0,501+ )% —(0,5+1)%°
0,001

0,501 _ 0,499
b) £(0.5) ~ 301+ D 000(;),499“) < 0.90484

a) £°(0,5) ~

~ 0,90585

7. Sovella Newtonin menetelmii funktioon f (X) =X’ —a, ja johda 3/a :n laskemiseksi

1 a . .
palautuskaava X, = 3 (2%, +—5), n=0,1,2,... Médrité laskimella timén palautus-
Xn

kaavan avulla ¥/5 :n likiarvo kuudella oikein pyoristetylld desimaalilla ldhtien alkuar-
vauksesta X, = 2. Kuinka monta iteraatioaskelta tarvitaan kyseiseen likiarvoon péa-
semiseksi?

Ratkaisu:
Funktion f(X)=x>—a nollakohta on {/a. Sen likiarvon laskemiseksi valitaan alku-

F (%)
3

(%)
X, —a X a 1 a
muodon X, = X, — gxz :X”_?n+3X2:§(2X“+_2)'

n

arvo X, ja kdytetddn Newtonin palautuskaavaa X,,, = X, — , joka saa nyt

n n
Luvun 3/5 likiarvoon 1,709976 tarvitaan kolme iterointia alkuarvon ollessa X = 2.

8.  Pengertien poikkileikkaus noudattaa ohei-

1
V1+x*
vililld [4, 4]. Laske kuvaan korostettu pin- 3 2 ) T X
ta-ala Simpsonin sddnnollad kayttden kahdek-
saa jakovilid. Kuinka suuri on pinta-ala todellisuudessa, kun kuvan yksikko vastaa
viittd metrid luonnossa? Kuinka monta kuutiometrié tdytemaata on ajettava 70 metria
pitkélle tien osuudelle?

seen kuvaan piirrettyd kdyrdd y =
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Numeerisia ja algebrallisiac menetelmid (MAA12) Pikatesti ja kertauskokeet Tehtdvien ratkaisut 5

Ratkaisu:

1t(X)Z—l ,a=—4,b=4jah=1.
1+ x*

Az%[f(—4)+4f(—3)+2f(—2)+4f(—1)
L2 0)+4F(1)+2(2)+4F(3)+ f(4)]~3212

Pinta-ala todellisuudessa on noin 25 - 3,212 m* = 80,3 m” . Taytemaata on ajettava 70
metrin matkalle 70 - 80,3 m’ =5 600 m’.

Kertauskoe 2

1.  a) [lmoita kahdella eri tavalla mittaustuloksen 0,607 g tarkkuus.
(52,9 m)’
6,2m-18,9m

loksen virhe on enintdén 0,05 m.

b) Arvioi lausekkeen virhettd, kun kunkin siind esiintyvan mittaustu-

Ratkaisu:
a) Mittaustulos 0,607 g on ilmaistu
— kolmen merkitsevin numeron tarkkuudella
— kolmen desimaalin tarkkuudella, yksikkond gramma
— milligramman tarkkuudella.
(52,9 m)’
6,2m-189m
0,05 0,05 0,05
3 + +
529 6,2 189
0,01355-1263,3 m = 17,1 m. Kun virhe pyo0ristetddn sédéntdjen mukaan
ylospdin, saadaan virherajaksi 20 m.

b) Lausekkeen (= 1263,3 m) suhteellinen virhe on enintdin

~0,01355~ 1,4 % . Absoluuttinen virhe on enintdan

3 3
Toisin: Absoluuttinen virhe on enintidin l 52,95 - 52,85
6,15-18,85 6,25-18,95

szﬂ,lm.
2

Tulokset ovat samat kuin edella.

2. Polynomi P(x) = x" —15000x" —15000x" —15000x — 15001 voidaan kirjoittaa muo-
toon (((Xx—15000)x—15000)x —15000)x —15001. Maaritd laskimen avulla
P(15001) kumpaakin esitysmuotoa kdyttden. Miten selitdt toisistaan mahdollisesti
eroavat tulokset?

Ratkaisu:

Polynomia P(x)= x*—15000x> —15000x> —15000x — 15 001 kéytettiessi saadaan
(esimerkiksi) P(15 001) = 199. Kun arvon laskemisessa kiytetddn polynomin toista
muotoa, (((X—15000)x—15000)x —15000)x —15 001, saadaan oikea tulos 0.

Tulosten ero aiheutuu yleisimmin laskimen sisdisesté laskentatarkkuudesta, joka voi

olla vain 15 numeroa. Kun esimerkiksi potenssissa 15 001* on 17 numeroa, katoaa
laskennan aikana merkitsevid numeroita ja saadaan virheellinen tulos.
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6 Numeerisia ja algebrallisiac menetelmid (MAA12) Pikatesti ja kerfauskokeet Tehtavien ratkaisut

3. Trinomi x* —X—1 on polynomin P(x) =3x* —3x> —4x? + x +1 tekiji. Madriti po-
lynomin P(X) kaikki nollakohdat. Tarkat arvot.

Ratkaisu:
Kun polynomi P(x) =3x* —3x®> —4x? + x +1 jaetaan trinomilla x* — X —1, saadaan

1+4/5
2

. 1
ja X=x— ovat

N

3x* —1. Tekijoiden x> —x—1 ja 3x* —1 nollakohdat x =

polynomin P(X) kaikki nollakohdat.

4.  Madrita laskimella kaksi funktion f(x)=2x- "% nollakohtaa kuuden desimaalin
tarkkuudella. Esittele kdyttimési menetelma.

Ratkaisu:

Funktiolla f(x)=2x- e¥* on nollakohdat vleilli 12, 3[ ja 16, 7[. Molemmat niista
) ) . iy s 2X, — em o

16ytyvit Newtonin menetelmélld, jossa X, = X, — . Likiarvot ovat

2™ /2,x,)

2,214031 ja 6,853226. Kiintopistemenetelma antaa vain pienemmén nollakohdan.

5. Fibonacci laski vuonna 1225 yhtilon x> +2x* +10x —20 = 0 juurelle erittiin hyvin
likiarvon X = 1,368808107. Hénen kiyttimadnsd menetelmaa ei tiedetd. a) Osoita, et-
td Fibonaccin yhtél6ll4 on vain yksi reaalijuuri. b) Méaritd juuren likiarvo kdyttiden
sekd Newtonin menetelméa ettéd kiintopistemenetelméa alkuarvolla X, =1 ja ilmoita,
monesko iterointikierros tuottaa ensimmadisen kerran Fibonaccin 10ytdmaén likiarvon.

20

(Ohje: Kéytd kiintopistemenetelméssd yhtdlon muotoa X = ————.
X“+2x+10

Ratkaisu:

a) Merkitdan f(x)= x> +2x* +10x—20, jolloin f'(x) =3x* +4x+10 . Koska de-
rivaatta on kaikkialla positiivinen ja funktio saa vélin [1, 2] padtepisteissd erimerkki-
set arvot, funktiolla on tasan yksi nollakohta ja siis yhtlolld x> +2x* +10x—20=0
vain yksi juuri.

Newtonin menetelmélld saadaan 4. iteraatiokierroksella tulos 1,3688081078.
Kiintopistemenetelmélld saadaan 24. iteroinnilla tulos 1,3688081065.

cos(X+2)

6.  Madritd kuusidesimaalinen likiarvo derivaatalle f *(0), kun f (x) = . Kayta

madrityksesséd keskeisdifferenssid h:n arvolla 0,001.

Ratkaisu:
cos(2+0,001) cos(2-0,001)
f(0+hy—f(O-h)y  —1+0,001 ~1-0,001
2h - 0,002

£/(0) ~ ~1,325445

Tuloksessa on viisi oikeaa desimaalia.
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Numeerisia ja algebrallisic menetelmid (MAA12) Pikatesti ja kertauskokeet Tehtdvien ratkaisut 7

9
Laske sekd puolisuunnikassdédnndlla ettd Simpsonin sdédnnolld integraali I f (x)dx

0
taulukon tietojen perusteella.

X 0 1,5 3,0 4,5 6,0 7,5 9,0
f(x)]3,174 4,680 |5,277 |5,786 |4,331 |2,417 |2,246
Ratkaisu:
Puolisuunnikassdianto:

9
I f(X)dx = 1,5- B f(0)+ f(LS)+ f(3,0)+ f(4,5+ f(6,0)+ (7,5 +% f (9,0)}
0

~ 378
Simpsonin sddnto:

9
[ fo0dx~ 1’35 Jf0)+4F(1,5) +2F(3,0)+4F (4,5 +2F(6,0)+4f(7,5 + £(9,0)]

0

~ 38,1

Lammas kiinnitetdéin narulla ympyrdn muotoisen r-séteisen nurmikon reunaan.
Kuinka pitka pitdé liekanarun olla, jotta lammas pystyy syoméén ruohoa puolelta
ympyrialueelta?

Ratkaisu:
Alue muodostuu kahdesta segmentisti ja R-séteisestd sektorista, jonka keskuskulma
on a. Kosinilauseella saadaan keskuskolmiosta yhtilo

R%Z=r?+r?—-2r-rcos(z —a). Koska cos(z —a) = —cos «, yhtil sievenee muo-
toon R? = 2r?(1+ cos ). Pinta-alalle saadaan yhtilo
T—a

1 2 2 1 2 . l 2
—re =2 zr-——rsin(r—a))+—aR
5 ( 5 ( ) 5

2
. 1
=zr?—ar?-r? sma+5a2r2(1+cosa)

=zr’—r’sina+ar’cosa,

josta acosa —sina + PY =0 . Merkitiin

f(ad)=acosa —sina + % ,jolloin f'(a)=—asinea . Vililla [O, 7r] funktio on ai-

dosti vihenevé ja saa péétepisteissad erimerkkiset arvot, joten kyseiselld vililld on
tarkalleen yksi nollakohta. Newtonin menetelmalld saadaan sen likiarvoksi
a ~1,9056957 , joten R ~ 1,159r . Narun on oltava 16 % alueen sédettd pitempi.
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