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Pikatesti (MAA9)

1. Muunna a) radiaaneiksi —1777°, b) asteiksi 1777 radiaania.

Ratkaisu:

a)-1777° = —1777 -ﬁ ~-310rad  b) 1777 =1777.280

T

~101814,6°

2. Ympyrén sektorin keskuskulma on 77” ja sitd vastaavan kaaren pituus 5,5 cm.

Laske a) ympyrén sateen pituus, b) sektorin pinta-ala.

Ratkaisu:
a) r:5,5cm ~1,0 cm b) A:1'5,5cm-1,0cmz2,8cm2
i 2
4
3. Maarita funktion f suurin ja pienin arvo.
a) f(x)=sinbx b) f(x)=2sin5x c) f(x)=1+2sin5x
Ratkaisu:

Kéaytetadn hyvaksi tietoa, ettd sinifunktion suurin arvo on 1 ja pienin -1.
a) sin5x:n suurin arvo 1 ja pienin arvo —1. (Esim. 5x=7/2 ja 5x =-x/2)
b) 2sin5x:n suurin arvo on 2 ja pienin arvo —2. (Vrt. a-kohta)
c) (1 + 2sin5x):n suurin arvo 3 ja pienin arvo —1. (Vrt. a-kohta)
4.  Ratkaise yhtélo. Ilmoita tulos asteina.

a) sin3x=§ b) sinx =sin35° c) cosx—sinx=0

Ratkaisu:
a) sin3x :é < 3x =41,8°+n-360° tai 3x =138,2° + n - 360°
< X=139°+n-120°tai x = 46,1° +n-120°

b) sinx =sin35° < x = 35°+ n-360° tai x =145° + n - 360°
C) cosx—sinx=0<cosx=sinX < tanx =1« x =45°+n-180°

5. Derivoi.
X COS X X
a) sin(> -2~ b c) tan—
) sin( ) )2 )any
Ratkaisu:
. X o, 1 X
a) Dsin(——-—) =—cos(———
) Dsin(Z—7) =2 cos(; =)
2( i _ i
b) pS0SX _ X (=sinx) 2XCOSX _ _ Xsin X+ 2cosx 0 Dtan5=1(1+tan25)
Xz X4 X3 4 4 4
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6.  Jatka lukujonoa kolmella luvulla. Etsi I6ytdmadasi saédntdd noudattava yleisen jasenen

an lauseke.
a)5.8, 11, ... by 23 . 0)3,12, 27, ...
345
Ratkaisu:
456 n 2
a)14,17,20,a,=2+3n b) —,—-,—, a,=—— c) 48,75,108, a, =3n
6 7 8 n+1

7. Madritd lukujonon (a,) kymmenes jasen, kun a, =1, a, =3 ja a,; =@, +a,,
kun n=>2.

Ratkaisu:
Jasenet kolmannesta l&htien saadaan kahden edellisen summana. Jonon kymmenen
ensimmadista jasentd ovat: 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123. Nain ollen a;, =123.

8.  Tutki lukujonon suppenevuutta ja maarité raja-arvo, mikali lukujono suppenee.

3n-1 n+1
a) a, = b) a, =—— c)a, =5"-5
) &, ") ) &, T ) &,
Ratkaisu:
a) lim = lim—D =3, Lukujono suppenee, ja raja-arvo on 3.
noo N+1 n—o0 1
1+—
n
n+1 1+1
b) lim = lim—"1.

> =0. Lukujono suppenee, ja raja-arvo on 0.
n>on4+1 now n

n
c¢) Lukujono hajaantuu, silla lim (5" —5) = oo.

N—oo

9. Laske summa.

a)7+14+21+...+539 b) 7+ 49+ 343 + ... + 823 543
Ratkaisu:
a) Summa on aritmeettinen, a, =7 ja d =7. Yhteenlaskettavien lukumaara n =77

7 +539

lasketaan yhtalosta 539 =7+ (n—1)-7. Talléin S =77 - =21021.

b) Summa on geometrinen, a, =7 ja q = 7. Yhteenlaskettavien lukumaarad n=7
7-0-77)

lasketaan yhtélosta 823 543 =7-7"". Tallgin S = =960 799.

10. Sadantuhannen euron laina maksetaan takaisin kymmenessé vuodessa suorittamalla
kunkin vuoden lopussa lyhennyksesta ja korosta muodostuva vakioerd. Minka suu-
ruinen tdma vakioera on, kun vuotuinen korko on nelja prosenttia?
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Ratkaisu:

n
Soveltamalla annuiteetin kaavaa a = % -k saadaan
-

e 1,040 (1-1,04)

11047 -100 000 ~12 329,09 (euroa)

Kertauskoe 1 (MAA9)

1.

Johda kéyrélle y = sin x origoon asetetun tangentin yhtal6. Laske sitten x:n arvoa

0,25 vastaava y:n arvo seka kayralta ettd tangentilta ja ilmoita arvot kahdella desi-
maalilla.

Ratkaisu:
Origoon asetetun tangentin yhtalé on muotoay = f'(0) - x. Koska f (x) =sinx, on

f'(0) = cos 0 = 1. Nain ollen tangentin yhtalo on y = x. Arvo kayrélt4 on
y =sin 0,25 ~ 0,25, ja arvo tangentilta y = x = 0,25.

Ratkaise yhtald. lImoita vastaus radiaaneina.

a) cos(%+ X) =-0,222 b) sin2x =sin3x C) sin3x = ?

Ratkaisu:
Vi VA VA
a) cos(z+ X) =-0,222 & Z+ X=%41795+n-27 < X = J_rl,795—z+ n-2z

< x=101+n-27 taix=-2,58+n-2x
b) sin2x =sin3x < 2x=3x+n-27 tai 2x=7-3Xx+nNn-27

) T 27
S X=n-2ztalX=—+n—
5 5

C) sin3x:§<:>3x=%+n-27r tai 3x:7z—%+n'27r

s 27 . 27 27
S X=—+n—1tal X=—+n—
9 3 9 3

Laske lausekkeen sin x +sin'y suurin arvo, kun x ja y ovat suorakulmaisen kolmion
terdvat kulmat.

Ratkaisu:

Oletuksen mukaan 0 < x,y<§ja x+y:§,joten f(x)

sinx+siny:sinx+sin(§—x) =SinX +cosX. Funktion
f (x) =sinx+cosx derivaatan f'(x) =cosx—sinx nollakohdat

saadaan yhtéalosta tan x = 1. Ainoa kysymykseen tuleva kulma on g

Se on maksimikohta, ja funktio saa siina suurimman arvonsa /2 .
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4 Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAAQ)  Pikatesti ja kerfauskokeet  Tehtdvien ratkaisut

4.  Madrité ne kaksi lukua, joiden summa, erotus, tulo ja osamééra ovat tassé jarjestyk-
sessd aritmeettisen jonon perakkaisia jasenia.

Ratkaisu:

Olkoot luvut a ja b. Tallgin jonon perédkkaiset jasenet ovata + b, a—b, ab ja %. Eh-

dosta, ettd kyseessa on aritmeettinen lukujono saadaan yhtalopari
a-b-(a+b)=ab-(a-h) a(b-1)=-3b

%—ab _ab— (a—b) J2edelleen a(%—Zb +1)=b.

Ratkaisuna saadaan a = —% jab= —%.

5.  Metsdpalstalla on kaikkiaan 7 000 eri-ikéistd puuta, taimet mukaan lukien. Joka
vuosi metséa harvennetaan 12 % puista ja samalla istutetaan 600 puuntainta. Kuinka
monta puuta metsassa on kahdeksan vuoden kuluttua viimeisen istutuksen jalkeen?

Ratkaisu:
Puuma&éra kahdeksantena vuotena viimeisen istutuksen jalkeen on

600- (1—0,88%)
1-0,88

0,88 - 7000+ 600-(0,88” +0,88° +...+1) = 0,88 - 7000 + ~ 5700

Kahdeksan vuoden kuluttua metsdssa on noin 5 700 puuta.

2

6.  Madritd lukujonon a, = suurin jasen. llmoita suurimman jasenen tarkka

n® +210

arvo seka likiarvo viiden desimaalin tarkkuudella.

Ratkaisu:
2

Tutkitaan funktiota f (x) = 3"—210 x >1, joka on jatkuva valilla x >1 ja derivoi-
X"+

_ 4
—(450)(213)2 ainoa nollakohta
X® +

x = 3/420 ~ 7,49 on funktion suurimman arvon kohta. Arvoilla 1< x <%/420 funk-
tio on aidosti kasvava ja arvoilla x >3/420 aidosti vaheneva. Siksi jompikumpi lu-

tuva valilla x > 1. Derivaatan f'(x) =

vuista f(7) tai f(8)on lukujonon suurin jasen. Koska f (7) = g ~ 0,08861 ja

f(8) = % ~ 0,08864 , lukujonon kahdeksas jasen ag = % ~ 0,08864 on suurin.

7. Lausu lukua n kdyttden summal+2+4+5+7+8+ ..+ (3n-2) +(3n-1).

Ratkaisu:
Summa voidaan jakaa kahdeksi osasummaksi seuraavasti:
1+2+4+5+7+8+.+(3n-2)+(3n-1)
=(1+4+7+.+@Bn-2)+(2+5+8+..+(3n-1))
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Edellinen on aritmeettinen summa, jossa a, =1, d =3, termien lukumaara n ja sum-
1+(3n-2) 3n®-n
2 2
Jalkimmaisessa summassa a, = 2, d =3, termien lukumé&ara n ja summan arvo

_ 2 2 2
. 2+ (an D = 3n 2+ n. Y hteensa osasummat ovat 3n 5 n + 3n 2+ n_

manarvo S =n

S=n 3n?.

YA _

8.  Milla muuttujan x arvolla oheiseen kuvaan piirretyn suora- y = 3sinx
kulmion piiri on pisin mahdollinen? llmoita vastaus kolmen
desimaalin tarkkuudella.

<y

Ratkaisu: T

Kéyrd y = 3sin x kulkee origon kautta ja sen ensimmainen positiivinen nollakohta
on x = . Suorakulmion kannan pituus on kuvan merkintdjen mukaisesti 7 — 2x.

Piirin pituuden ilmaisee funktio p(x) =2(7 —2x)+6sinx,0< x < % Derivaatan

p'(x) = -4+ 6¢cos x ainoa nollakohta x ~ 0,841 ratkeaa yhtalosta cos x = % Siina
kohdassa piiri saavuttaa pisimman arvonsa p(0,841) ~ 7,39, silla madrittelyvalin

paatepistearvot p(0) =2z ja p(%) =6 ovat sitd pienempié.

Kertauskoe 2 (MAA9)

1.  Kulma a on kolmannessa neljdnneksessa ja sin o = TR Méarita funktioiden

cosa ja tana tarkat arvot.

Ratkaisu:
Koska kulma « on kolmannessa neljanneksessa, sen kosini on negatiivinen.

00305:—\/1—(—%)2 :—\/1 25 _ L tana = —5/13 _ 5

169 13’ T _12/13 12

2.  Ratkaise yhtalo.

a) sin2x = sin(% — 2X) b) 2cos(x +%) =-1 ¢)tan3x=

-

Ratkaisu:

a) sin2x:sin(%—2x)<:>ZX:%—2x+n'27z tai 2x:7z—(%—2x)+n-27z

T T T
SAX=—+N-2r &> X=—+N—
16 2
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6 Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAAQ)  Pikatesti ja kerfauskokeet  Tehtdvien ratkaisut

b) Zcos(x+%):—1<:> cos(x+%):—%<:> x+%:iz?ﬂ+n'27z

@X:—%i%+n-2z<:>x:%+n-27z tai X=—7r+n-27

1 T /4 /4
C) tan3x=—=<3X=—+nNr <> X=—+nN—

V3 6 18 3
3. Maéarita funktion fsuurin arvo. a) f(x)=4-cos4x b) f(x):sin§+cos§

Ratkaisu:
a) cos4x:nsuurin arvo on 1 ja pienin 1. (Esim. 4x =0 ja 4x = ). Silloin funktion
f (x) =4 —cos4x suurin arvo on 5 ja pienin 3.

Toisin: Tehtéva voidaan ratkaista myds tavalliseen tapaan aariarvotehtavéana funktion
derivaattaa kayttéaen.

b) Muunnoskaavan sin x + cos X = ﬁsin(x + %) avulla funktion f(x) =sin g + cos%

lauseke saadaan muotoon f (x) = V2 sin[g + %j . Koska x saa kaikki reaalilukuarvot,
sin(% +%] :n suurin arvo on 1, joten funktion suurin arvo on V2.

. . . X X . (X X
Toisin: Jaksollisuuden takia f (x) =sin > + COSE = sm(g + n27zj + 005(5 + n27z) =

sin%(x +n4r)+ cos%(x + n4dr) . Nahdaan, ettd funktion arvot toistuvat 47 :n valein,
joten rajataan tutkimus valille [0, 47 ]. Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:

f(x):sin§+cosﬁz> f’(x):lcosi—isinE:OQtanizlc x=2"1n2z
2 2 2 2 2 2 2 2

Kysymykseen tulevat kohdat % ja 577[ Koska f(0)=1, f(%) =2,

f (57”) = —/2 ja f(4z) =1, funktion suurin arvo on ~/2.

4.  Helsingin Nikolain kirkon portaat ovat lampuilla valaistavat: ylimmalle portaalle
asetetaan yksi lamppu, toiselle kaksi, kolmannelle kolme jne., niin ett& kullekin por-
taalle pannaan yksi lamppu enemman kuin lahinné olevalle ylimmalle portaalle. Ta-
han tarvitaan 1 081 lamppua. Montako porrasta on? (yo-teht. 1880)

Ratkaisu:
Portaille asetetut lamput muodostavat aritmeettisen jonon, jossa a, =1 ja d =1.

Alimmalle portaalle tarvittavien lamppujen méaara n on sama kuin portaiden luku-

1+(1+(n-1)-1)

madré, ja se ratkaistaan yhtalostd1 081=n- , Joka sievenee toisen

asteen yhtaloksi n? + n—2 162 = 0. Positiivisena juurena n = 46, joka merkitsee
portaitten lukuméaaraa.
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7

Selvit4, mika seuraavista maksutavoista on omakotitalon myyjalle edullisin.

Vaihtoehdossa A 60 000 euron kauppasummasta maksettaisiin kaupantekohetkella
20 000 euroa, 20 000 euroa kahden vuoden kuluttua ja loput neljan vuoden kuluttua.

Vaihtoehdossa B 55 000 euron kauppasummasta maksettaisiin heti 40 000 euroa ja
loput kolmen vuoden kuluttua.

Vaihtoehdossa C maksettaisiin kaupantekohetkellda 52 000 euroa. Laskennassa
kaytetddn korkokantaa 4,7 %.

Ratkaisu:
Vaihtoehto A: 20 000 + 20 000-1,047 % +20 000-1,047* ~ 54 888 (euroa)

Vaihtoehto B: 40 000 +15 000-1,047 " ~53 069 (euroa)

Vaihtoehto C: 52 000 (euroa)
Vaihtoehto A on edullisin.

Geometrisen jonon kolmen ensimmaisen jasenen summa on 3 ja kuuden ensim-
maisen jasenen summa 12. Laske yhdeksan ensimmaéisen jasenen summa.

Ratkaisu:

Olkoon jono a, aq, aq?,... Talléinon a+aq+aq® =3 ja
12=a+aq+aq®+..+aq° =a+aq+aq” +q°(a+aq+aq’)=3+3q°.
Siis q° +1=4 eli q = 3/3. Edelleen

s=12+aq® +aq’ +aq® +aq® =12+q°(a+aq+aq?) =12 +3(3/3)® = 30.

Milla x:n arvoilla In2, In(2* —-1) ja In(2* +1) ovat aritmeettisen lukujonon kolme

ensimmaista jasentd? limoita tarkka arvo ja likiarvo kolmen merkitsevan numeron
tarkkuudella.

Ratkaisu:
Ehto toteutuu, kun In(2* +1) —In(2* —1) = In(2* —1) — In 2. Sievennyksen tuloksena

saadaan toisen asteen yhtalo (2*)% —4-2* —1=0, jonka ratkaisuna 2* = 2++/5 .

In(2 ++/5 )

Koska miinusmerkki ei tule kysymykseen, on x = 2
n

~2,08.

Maarita ne xy-tason pisteet, joilla sin xsin y + cos xcos y = 1.Piirra kuvio. (yo-teht.
K90/8)

Ratkaisu:
Kosinin véhennyslaskukaavan perusteella yhtal6 sin xsin y + cos xcos y =1 voidaan

kirjoittaa muotoon cos(x — y) =1. Tdma toteutuu, kun x—y =n-2z. Yhtalo esittada
parvea yhdensuuntaisia suoria y = x+n-2z,n € Z. Esimerkiksi, jos n = 0, suora on
y =X

© Lukion Calculus

5



	LC_verkkokansi.pdf
	MAA9LC_verkko.pdf
	Pikatesti  (MAA9)
	Kertauskoe 1  (MAA9)
	Kertauskoe 2  (MAA9)




