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Ristitulo ja skalaarikolmitulo

Opetussuunnitelman 2003 mukainen kurssi Vektorit (MAAS) siséltdd vektoreiden lasku-
toimituksista keskeisend aineksena yhteenlaskun, vihennyslaskun, vektorin kertomisen
luvulla ja vektoreiden pistetulon eli skalaaritulon. Opetustilanteissa on sopivissa yhte-
yksissd totuttu kdyttdmadn myos ristituloa ja skalaarikolmituloa. Tama tiivistetty ai-
neisto on laadittu titi opettamisen vaihtoehtoa varten. Aineisto tukee myos opiskelijaa
hénen siirtyessddn lukiosta matemaattis-luonnontieteellisiin jatko-opintoihin.

Ristitulo eli vektoritulo

Vektoreiden a ja b ristitulo eli vektoritulo tarkoittaa vektoria
axb = ‘EHB‘ sin(a, B)E

Merkinti a x b luetaan "a risti b". Vektori e on vektoreita a ja b vastaan kohtisuorassa
oleva yksikkdvektori niin, ettd a,b ja E tassd jarjestyksessd muodostavat oikean kidden
jarjestelmén (vrt. alla oleva kuva). Kun a Ja b ovat yhdensuuntaisia, niin mééritelmén
mukaan a xb = 0. Erikseen sovitaan, etti Oxb=ax0=0.

Koska aina ‘5”5‘ sin(a,b) >0 ja H =1, on vektorin a xb pituus \5 X 5‘ = ‘5”5‘ sin(a,b).

Toisaalta timi lauseke ilmoittaa vektoreiden a ja b méérdimén suunnikkaan pinta-
11 . | N . .

alan, silld vastaavan kolmion ala on E‘aub‘ sin(a,b), ja suunnikkaan ala on kaksi kertaa

niin suuri.

axb
&0 b ‘5 X 5‘ = suunnikkaan pinta - ala
a

Ristitulo noudattaa erdin p01kkeuks1n lukuJ en tulolle ominaisia laskulakeja Niiden pe-
rusteella voidaan vektoreiden a=a,i+a, j+a, k ja b= b, |+b j+b k ristitulo las-

kea seuraavan sdannon mukaisesti:

axb=(ab,—ab)i+(ab —ab)j+(ab,—ab)k



ik
Tulos voidaan esittdd determinanttina axb=|a, a, a, | jalaskea kayttdmélld
by, b, b

X

<
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seuraavassa esimerkissd esitettyd muistisdantoa.

Esimerkki 1
Laske axb,kun a=i+2j+3k jab=-2i+j+4k.

Ratkaisu:

=8i—6j+k+4k—3i—4]=5i-10j+5k
Skalaarikolmitulo

Kolmen vektorin a, b ja ¢ muodostamaa tuloa (5 X 5) .C sanotaan skalaarikolmituloksi.
Merkintd voidaan kirjoittaa ilman sulkeita, koska vektoritulo on joka tapauksessa lasket-
tava ensin, jotta lauseke olisi maaritelty.

Koordinaatiston vektoreiden skalaarikolmitulo voidaan laskea determinanttina

a, a, a,
axb-c=|h, b, b, |. Téstd voi varmistua niin, ettd ensin muodostetaan vektori a x b,
C C C

X A

y
sitten tdmén ja vektorin C pistetulo ja verrataan niin saatua tulosta determinantista
muodostettuun lausekkeeseen.

Tulkitaan skalaarikolmitulo a xb-c geometrisesti. Kun vektorit a,b ja ¢ alkavat sa-
masta pisteestd, ne madraavit suuntaissarmion. Sen pohjan pinta-ala on ‘a X b‘.

axb

Jos vektoreiden a xb ja ¢ vilinen kulma on ¢, saadaan pistetulon mééritelmén mukaan

(axb)-c= ‘a X b”c‘ cos . Téssd ‘C‘ cos o, on sarmidn korkeus tai sen vastaluku sen mu-

kaan, onko a terdva vai tylppd. Sarmion korkeus on siis aina ‘C‘ |cos o

, joten vektoreiden

a, b ja ¢ midrdiman suuntaissarmion tilavuus on V :‘ axb-c ‘ :



Esimerkki 2 o
Laske skalaarikolmitulo a xb-c, kun a=i-3j—-k, b=-2i+ j-3k ja
c=5i-5j+5k.

Ratkaisu:

=5+45-10+5-15-30
=0

Skalaarikolmitulo on nolla. Silloin my6s vektoreiden a,b ja c madrdamén suun-

taissdrmidn tilavuus on nolla, miké merkitsee, ettd vektorit a, b ja C ovat samas-
sa tasossa.

Seuraavissa sovelluksissa ratkaisut esitetdén ensin ilman ristituloa ja sitten sitd kéyttien.

| Kolmion pinta-alal

Laske kolmion A(1, 2, 3)B(-2, 0, 5)C(-1, 4, 6) pinta-ala.

Ratkaisu:
Valitaan kolmion sivuvektoreiksi AB = b = —3i - 2] +2k ja AC=c=

—2i+ 2] +3k . Pistetuloa soveltamalla saadaan niiden vilisen kulman kosiniksi

a-b 6-4+6 8 [ 8.2 _
CosO = —— = =—, jolloin sina = 1—( ) . Kolmion pinta-ala
alb| 17317 17

on ndin ollen A = —‘a”b‘ sino = — \/_ \/_ 15 _ E

Toisin:
Edellisessi kohdassa muodostetut vektorit b ja C miédrddvit suunnikkaan, jonka
ik I
pinta-ala on ‘bxc‘ Ristitulovektorion bxc=|-3 -2 2 |=-10i +5j—10k,
-2 2 3

joten ‘EXB‘ =4/100+25+25 =15. Kolmion ala on siis A = %‘Bxa‘ = 7%.



| Tason yhtdld|

Taso kulkee pisteiden A(2, 2, —1), B(1, 1, 0) ja C(3, —1, —1) kautta. Esiti tason yh-
tdlo muodossa ax + by + cz +d = 0.

Ratkaisu:

Tason suuntavektoreiksi voidaan valita vektorit AB = —i — ] +k ja AC=i- 3].
Tason normaalivektori n = ai + b] +ck on kohtisuorassa suuntavektoreita vas-
taan, joten vastaavat pistetulot ovat nollia. Saadaan yhtélopari—a—b +c =0 ja
a—3b=0, jostaa=23bjac=4b. Tilloin n = 3bi+bj+4bk ja normaalivektorik-
si voidaan valita 3i + ] + 4k . Tason yhtdlo on 3x +y + 4z + d = 0. Sijoittamalla

tahédn esimerkiksi pisteen B koordinaatit saadaan 3 + 1 +d = 0 eli d = —4. Haettu
yhtdlo on 3x +y +4z-4=0.

Toisin:
I
Tason normaalivektoriksi voidaan ottaa ABx AC =|-1 -1 1/=3i+ j+4Kk.
1 -3 0

Tason yhtél6 on siis 3X +y + 4z + d = 0. Sijoittamalla tdhin esimerkiksi pisteen B
koordinaatit saadaan 3 + 1 + d = 0 eli d = —4. Tason yhtdloksi saadaan néin ollen
3X+y+4z-4=0.

| Suuntaiss@rmion tilavuus|

Laske sen suuntaissdrmion tilavuus, jonka kérkind ovat origo O ja pisteet
A(2,2,0),B(0,-1,1)jaC(-4, 0, 5).

Ratkaisu:
Paikkavektoreiden OA = a = 2i + 2] ja OB = b= —] +k vilisen kulman kosini

1 . . 3 . . .
on coso = 5 joten sina = - Pohjana olevan suunnikkaan pinta-

_2 B
Bz

alaon A= ‘EHB‘ sina = 2+/3 . Pisteiden O, A ja B kautta kulkevan tason yhtdloksi

—4-0-5
saadaan X —y — z = 0. Pisteen C etdisyys téstd tasosta on h = % =343

Suuntaissarmion tilavuus on V = Ah = 18.

Toisin:
Muodostetaan paikkavektoreiden a=2i+ 2_', b= —] +k ja ¢ =—4i+5k skalaari-
o 2 2 0
kolmitulo. Saadaan axb-c=| 0 -1 1 |=-18. Suuntaissarmion tilavuus on
-4 0 5

msV=‘axbc‘=1&



| Tetraedrin tilavuus|

Samasta pisteestd alkavien vektoreiden a, b ja ¢ mddradmén tetraedrin tilavuus
saadaan laskemalla ensm vastaavan suuntalssarmlon tilavuus. Suuntaissarmio

voidaan jakaa vektorin ¢ suuntaisella a:n ja b :n kirkien kautta kulkevalla tasolla
kahteen samanlaiseen kolmisivuiseen sdrmiéén. Vektoreiden a, b ja C médréi-
mén tetraedrin tilavuus on kolmasosa téllaisesta sdrmidsté eli kuudesosa suuntais-
sarmion tilavuudesta. Alla oleva kuva havainnollistaa asiaa.

| Pisteen etdisyys avaruussuorasta|

Laske pisteen A(2, 4, 7) etdisyys pisteiden B(1, 1, -2) ja C(5, -5, 6) kautta kulke-
vasta suorasta.

Ratkaisu:
Kuvaan merkityt vektorit ovat A22,4,7)
a=i+3j+9k jab=4i —6j + 8k . Silloin

‘b‘ JT ﬂ 2

Tamai on suorakulmaisen kolmion kateetin

pituus. Koska hypotenuusan pituus on H =/91, on toisen kateetin pituus eli ky-

sytty etdisyys d = I_Z 116 = /62

Toisin:

IImaistaan vektoreiden a ja b mééirdimén suunnikkaan ala kahdella tavalla:

. i B .

‘axb‘:‘b‘-d,jostad .Koska axb=[1 3 9|=78i+28j-18k,
\b\ 4 -6 8

niin d =

V782 +282 +(-18)°  [7192 _Ja.
V16436 + 64 116



Tehtavid
1. Laske ristitulo axb. a) 52?—]+E, 5:—;+2]+E
b) a=3i-4j+k, b=-i—5j+3k
c) a=i+k, b=-3j+2k
2. Vektorit a = i—]+ 2k ja b =3i +]—E ovat suunnikkaan sivuina. Laske suunnik-

kaan pinta-ala.

3. Kolmion kérkipisteet ovat A(1, 3, 0), B(-1, 2, 2) ja C(2, 1, -2). Laske kolmion
ABC pinta-ala.

4. Tason suuntavektorit ovat U =i — 2? +k ja v=2i+ ] — 3k . Miiritd jokin tason
normaalivektori.

5.  Laske pisteen A(2, —1, 3) etdisyys pisteiden B(—1, 2, 3) ja C(3, -2, 1) kautta kul-
kevasta suorasta.

6. Laske skalaarikolmitulo a xb-c.
a)a=i—j+k,b=i+j-k jac==2i+j+3k
b) a= —2]+E, b=—i+k ja c= 2?+]+E
c)a=i+j,b=j+k jac=i+k

7.  Tutki, ovatko vektorit 5, b ja C samassa tasossa, kun a=-2i+ 3] — 4k ,
b=—i+2j—4k jac=—i+].

8.  Suuntaissdrmion pohjasdrmind ovat vektorit 3i— 2] —2k ja i+ ] — 4k sekd si-
vusdrmani vektori 4i + ] +2k . Méritd suuntaissirmion a) tilavuus, b) korkeus.

9.  Tetraedrin sirminé ovat samasta pisteesté alkavat vektorit i— ] +2k, 2i+ 3] —k
ja — i+ ] +3Kk . Laske tetraedrin tilavuus.

10. Tetraedrin kirkind ovat pisteet A(1, -2, —3), B(2, -2, 0), C(4, 0, —6) ja
D(5, —4, -2). Laske tetraedrin tilavuus.

Vastauksia:

l.a) -3i-2j+k b) —7i—10j—19k ) 3i-2j-3k 2.66~8]12

3.@%,03 4.esim. n=i+ j+k 5. 42 6.a)8b)—7¢) 2

1 2
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