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Vektorit (MAAS)  Pikatesti ja Kertauskokeet Tehtévien ratkaisut 1

Pikatesti (MAAS5)

a,
1.  Lausu vektoreiden a ja b avulla oheisen ruudukon vektorit N m \
u,vijaw. b y \
v \'7\\
Ratkaisu: \
u=a+b v=2a+b v_v:%E—ZB

ol

2. Oheisessa kuvassa vektori ¢ = 3b —2a. Osoita, etta
vektoreiden karjet ovat samalla suoralla.

|

Ratkaisu:
c=3b-2a=2(b-a)+b, josta c—b=2(b—a). Tdma osoittaa, ettd vektoreiden
kérjet ovat samalla suoralla.

3. Jaavektori 8i+ j vektoreiden i+2j ja —i+ j suuntaisiin komponentteihin.

Ratkaisu:

8i+j=t(i+2j)+s(—i+j)=(t—s)i+(2t+s)]j. Kertoimien vertailu antaa yhta-
Ioparint—s=28ja2t+s=1, jostaratkeaa t = 3 ja s = —5. Komponenttiesitys on
8i+j =3(i+2j)-5(-i+j).

- -
4. On annettu pisteet A(-1, 2, 2), B(0, 3, 4) ja C(1, 1, 3). Laske vektoreiden AB ja AC
valinen kulma.

Ratkaisu:
- T = — . - TS T . - = 2-1+2 1 .
AB =i+ j+2k ja AC =2i—j+k, joten cos(AB, AC) =———— ==. Vektoreiden
NN
valinen kulma on 60°.
- A
5. IlImaise oheisen ruudukkokuvan nojalla vektori ¢ vektorei- [/ >
den a ja b avulla. b o>
/ " la
Ratkaisu: ]
Vektorin ¢ karki jakaa vektoreiden a ja b karkien vélisen

janan suhteessa 1 : 2. Jakopistelauseen mukaan c= 2a+b

6.  Madritd piste, joka jakaa janan A(-2, 5)B(4, 2) suhteessa 2 : 3.
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2 Vektorit (MAAS)  Pikatesti ja Kertauskokeet Tehtd&vien ratkaisut

Ratkaisu: o A(-2,5) 0 y
Kuvan merkinndin OP = 3a g 20 = %(—63+15]+87+ 4])

B(4, 2)
2- 19- . 2 4

=—1+— | . Kysytty piste on (=, 3-).
5 5] ysytty p (5 5)

7. Muunnasuoran r = 2i— j +t(2i +3j), t € R, yhtalé normaalimuotoon
ax+by+c=0.

Ratkaisu:
Suoran r =2i— j+t(2i+3j), t € R, suuntavektori on 2i +3j, joten suoran kulma-

kerroin on k = g Koska suora kulkee pisteen (2, —1) kautta, suoran yhtalo on

y+1l= g(x —2), josta saadaan normaalimuoto 3x — 2y — 8 = 0.

8.  Missi pisteessa suora = ; 2_Y _53 _ ; 2 leikkaa yz-tason?
Ratkaisu:
Suoran X =2 =Y _53 -z ; 2 ja yz-tason leikkauspisteessa x = 0. Silloin yhtéldsta

maaraytyy y = 8 ja z = -5. Leikkauspiste on (0, 8, -5).

9. Lasketasojenx—2y—-2z-5=0jax + 2y —z -2 =0 vélinen kulma.

Ratkaisu:
Tasojen x —2y —2z-5=0jax + 2y —z— 2 = 0 vélinen kulma saadaan selville las-

kemalla niiden normaalivektoreiden i—2j—2k ja i+2j—k valinen kulma. Se saa-
1-4+2 -1
346 36

tdman suplementtikulma 82,2°.

daan yhtalostd cosa = , josta o ~ 97,8°. Tasojen véalinen kulma on

10. Osoita, ettd suorax=4-2t,y=6-t,z=-2+ 3t (t € R) on tason
6x + 3y — 9z — 2 = 0 normaali.

Ratkaisu:

Suoranx=4-2t,y=6-t,z=-2+ 3t (t € R) suuntavektori — 2i — j + 3k on yh-
densuuntainen tason 6x + 3y — 9z — 2 = 0 normaalivektorin 6i +3j — 9k kanssa, joten
suora on tason normaali.
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Vektorit (MAAB)  Pikatesti ja Kertauskokeet Tehtavien ratkaisut 3

Kertauskoe 1 (MAAS)

1.

Oheisen kuvan nelikulmio ABCD on suunnikas. Lausu

e d [ — —
vektori BD vektoreiden a, b ja ¢ avulla.

Ratkaisu:

— — - _

BD=BA+BC=a-b+c-b=a-2b+c

Jaa vektori 6i —7j vektoreiden 2i+ j ja —i—3] suuntaisiin komponentteihin.

Ratkaisu:

6i—7) =t(2i+ j)+s(—i-3j). Kantavektoreiden kertoimien vertailu antaa ehdot
2t—s=6]jat—3s=-7, joista ratkeaa t = 5 ja s = 4. Komponenttiesitys on

6i—7) =5(2i+j)+4(-i-3j).

a) Mité vaatimuksia tulee asettaa tason kantavektoreille?
b) Milld t:n arvolla vektorit i—2j ja 3i+t] eivat sovi tason kantavektoreiksi?

Ratkaisu:
a) Tason kantavektoreilta vaaditaan, etté niit4 on kaksi ja ne ovat aitoja erisuuntaisia
vektoreita.

b) Vektorit i—2 ja 3i+t]j eivat sovi tason kantavektoreiksi, jos ne ovat yhden-

suuntaisia eli jos on sellainen luku s, etta 37+t] = s(i— 2]). Kertoimien vertailu an-
taa 3 =sjat=-2s. Saadaan t = 6.

Maarita sen tason yhtalo, joka on tason x + 2y — 2z — 6 = 0 suuntainen ja kulkee pis-
teen (1, 1, 2) kautta. Mika on ndiden tasojen valinen etéisyys?

Ratkaisu:
Tason x + 2y — 2z — 6 = 0 suuntaisen tason yhtél6 on muotoa x + 2y — 2z + d = 0.
Koska taso kulkee pisteen (1, 1, 2) kautta, tulee olla d = 1. Kysytty tason yhtéld on
X + 2y —2z+ 1 =0. Taman tason tunnettu piste on (1, 1, 2). Sen etéisyys toisesta ta-
1+2-4-6 7

— . Tasojen véalimatka on siis 2l
Ji+4+4 3 3

Oheisen kuvan pisteet A, B, C ja D ovat avaruuden
nelja pistettd ja E ja F ovat vastaavien janojen keski- A F

sostaon d =

pisteet. Osoita, ettd EF = E(AD+ BC). E C

Ratkaisu:
Kiertamélla eri kautta saadaan vektoriyhtalot
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4 Vektorit (MAAS)  Pikatesti ja Kertauskokeet Tehtd&vien ratkaisut

— - - -
EF = EA+ AD+ DF

— - -

N
EF = EB+BC+C

Kun yhtal6t lasketaan puolittain yhteen, vastavektorit kumoavat toisensa ja paady-

- 1 - -
tadan tulokseen EF = E(AD+ BC).

6.  Pisteiden A(3, -2, 0) ja B(-1, 2, 4) kautta kulkeva suora ja pisteiden C(0, 1, -1) ja
D(5, -4, 4) kautta kulkeva suora leikkaavat toisensa.
a) Laske suorien leikkauspiste.
b) Laske suorien vélinen kulma.

Ratkaisu:

a) Suoran AB suuntavektori on sag = —4i + 4 j + 4k ja suoralla on parametriesitys
Xx=3—-4t,y=-2+4t,z = 4t, t e R. Vastaavasti suoran CD suuntavektori on

scp =5i—5j +5k ja parametriesitys x =5s,y =1-5s,z=-1+5s, s e R. Yhtei-

3—4t=  5s
sessd pisteessa toteutuu yhtaloryhméa < —2+4t =1 —5s Sen toteuttavat parametrit
4t =—1+5s.

t :% jas= % Y hteiseksi pisteeksi tulee (2, -1, 1).
-20-20+20 1

b) Lasketaan suuntavektoreiden vélinen kulma: coso. = ——————=—=, josta
44353 3
o ~109,5°. Suorien vélinen kulma on noin 70,5°.
N
7. Oheisen kuvan kolmiossaon AD : DB=2: 3 ja E
BE : EC = 2 : 1. Missa suhteessa piste F jakaa d )

a) janan AE, b) janan CD?

A (2 D 3 B

Ratkaisu: o
. . -~ b+2c . 27 = .
Jakopistelauseen nojalla AE = . Edelleen CD = Eb —c. Kolmiosta AFC saa-
- - - - - -
daan vektoriyhtdlo CF = AF— AC eli sCD=tAE-AC. C
Sijoitus ja ryhmittely antaa yhtalén
2S -

?b —sc= %5 + (% — 1)5 . Kertoimien vertailusta syntyy

kaksi yhtaloa, % :% ja—-s= %—1. Niiden ratkaisut ovat A D b

t =§ jas= g Taman nojalla saadaan tulokset.

a) Piste F jakaa janan AE suhteessa 2 : 1. b) Piste F jakaa janan CD suhteessa 5 : 4.
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Vektorit (MAAB)  Pikatesti ja Kertauskokeet Tehtavien ratkaisut 5

8. Osoita, ettdsuorat Lyj: x=-5+t,y=t,z=2+tjalxx=2+t,y=4-2t,z=2t,
t € R, ovat ristikkdiset. Maarita yhtalo tasolle, joka sisaltda suoran Lj ja on yhden-
suuntainen suoran L, kanssa.

Ratkaisu:
SuorienLi: x=-5+t, y=t,z=2+tjaly; x=2+t,y=4-2t z= 2t suuntavektorit
ovat s1 =i+ j+k ja sz =i—2]j+2k, joten suorat ovat erisuuntaiset. Tutkitaan, on-
—-5+t=2+s
ko suorilla yhteista pistetta eli toteutuuko yhtaloryhma t = 4—2s joillakin pa-
2+t=2s

rametrien t ja s arvoilla. Helposti ndhdéan, etta ratkaisua ei ole. Erisuuntaisilla suoril-
la ei siis ole yhteista pistettd, joten ne ovat ristikkaiset.

Olkoon tason normaalivektori n = ai+b j + ck . Kun taso sisaltaa suoran L, on

n-s; =0, jakoska taso on Ly:n suuntainen, on myds n-s; = 0. Saadaan yhtalopari
a+b+c=0jaa-2b+2c=0. Naistd a = - 4b ja c = 3b. Normaalivektoriksi voi-

daan valita n = 4i — j — 3k , joten tason yhtalé on muotoa 4x —y — 3z + d = 0. Koska
Ly n piste (-5, 0, 2) on tasossa, on d = 26. Tason yhtalé on 4x —y — 3z + 26 = 0.

Kertauskoe 2 (MAADS)

1.  Maarita yksikkovektori, joka on samansuuntainen pisteen (7, —4, —4) paikkavektorin

kanssa.
Ratkaisu:
Pisteen (7, -4, —4) paikkavektorin a = 7i — 4 j — 4k kanssa samansuuntainen yksik-
kévektorion a- = i = Zi —E] —EE.
‘a‘ 9 97 9

2. Oheinen piirros esittad kolmisivuista prismaa OABCDE. Sen
pohjat ovat yhtenevat ja yhdensuuntaiset. Sarmavektorit a, b
ja ¢ on valittu kuvan osoittamalla tavalla, ja piste P on sivu-

_)
tahkon ABED lavistéjien leikkauspiste. Lausu vektori OP
vektoreita a, b ja ¢ kayttden.

Ratkaisu:

= e . L .. 1=
OP saadaan lis4dmaéll& pohjatahkon mediaanivektoriin vektori =c eli

-

1- & 1-_1,- = -
P==(a+b)+=c==(a+b+c).
S@+b)+2c="(@+b+o)
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6 Vektorit (MAAS)  Pikatesti ja Kertauskokeet Tehtd&vien ratkaisut

3. Suunnikkaan yhtena sivuna on vektori 4i + 3] ja toisena lavistajana samasta pistees-
ta alkava vektori 5i +10 j . Laske suunnikkaan lyhyemman lavistajan pituus.

Ratkaisu:
Jos suunnikkaan sivuvektorit ovat kuvan mukaisesti a= 4i+ 3]

ja b, lavistajana on vektori d = 5i+10j = a+b. Silloin b=i+7]j
ja toinen lavistdja a—b = 3i — 4. Se on lyhyempi lavist4ja ja sen
pituus on 5.

4.  Laske vektorin 2a+3b pituus, kun ‘5‘ =2, ‘5‘ =3 ja £(a,b) =120°.

Ratkaisu:
[2a+30] = /(22 + 30)? = Jaa? +12a-b+ 9’

- \/4.\5‘2 +12‘5H5‘c05(5,5)+9‘5‘2 = J4-4+12-2-3.(—;)+9.9 = /61

- _ > — _ B
5.  Kolmiossa OAB on OA=a, OB=b, ‘a‘ = Z‘b‘ , piste AN 5
C on sivun OA keskipiste ja piste D jakaa janan AB b )
suhteessa 2 : 1. Osoita, ettd OD on kohtisuorassa
BC.ta vastaan. _
0 C a A
Ratkaisu: o
- — — —>
Oletuksista seuraa, ettd BC = %a -bjaOD= a+2b . Silloin
- - 1 - = 1 — —
BC-OD = (Ea—b) -§(a+2b)
~1d3’vab-b.a-20")
32
1,1-2 -2 1,1 2 —2
_ E(E\a\ - 2\b\ ) = 5(5-4‘b‘ - 2\b\ )=0.

Saatu tulos merkitsee, ettd OD on kohtisuorassa BC:ta vastaan.

6. Osoita, ettasuorat X2 -Y~1_;_3 ja x4 _y-l_zv
-1 2 -3 -6

ja laske suorien valinen kulma.

2 leikkaavat toisensa

Ratkaisu:

Suorien X2 _Y=1_; 3 ja x4 _y-1_z+2
-1 2 -3 -6
—i+2j+k ja—3i—6]+2k . Koska ne eivét ole yhdensuuntaisia, suorat leikkaavat
toisensa tai ovat ristikkéiset. Suorien parametriesitykset ovatx = -2 —t,y = 1 + 2t,
z=3+t,teR;x=4-3s5,y=1-6s,z=-2+2s, seR. Jos suorilla on yhteinen

suuntavektorit ovat
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Vektorit (MAAS)  Pikatesti ja Kertauskokeet Tehtévien ratkaisut 7

—-2-t=4-3s
piste, yhtdloryhma ¢ 1+ 2t =1-6s toteutuu jollakin parametriparilla t, s. N&in
3+t=-2+2s

kay, kun t = -3 ja s = 1. Siis suorat leikkaavat toisensa.

Lasketaan suuntavektoreiden valinen kulma: cosa = 3-12+2 = L , josta

V6.7 6

a ~114.1°. Suorien vélinen kulma on noin 65,9°.

Mika tason 2x —y — 3z + 7 = 0 piste on l&dhinna pistetta (3, 2, —1)? Laske tdmaé lyhin
valimatka.

Ratkaisu:

Tason 2x —y — 3z + 7 = 0 piste, joka on l&hinna pistetta (3, 2, —1), on tdman pisteen
kautta kulkevan tason normaalin ja tason leikkauspiste. Kyseisen suoran suuntavek-
tori on tason normaalivektori 2i — j — 3k . Koska suora kulkee pisteen (3, 2, —1) kaut-
ta suoran parametriesitysonx =3+ 2t,y=2-t,z=-1-3t, t € R.. Sijoitus tason
yht&loon antaa 2(3 + 2t) — (2 -t) - 3(-1 - 3t) + 7 = 0, josta t = —1. Pisteeksi saadaan
1, 3,2).

Lyhin valimatka on \/(3 )2 +(2-3)%+(-1-2)2 =14 ~37.

Kuution muotoinen rakennus on vaakasuoralla maalla. Ajatellaan koordinaatisto si-
joitetuksi niin, ettd kuution kolme sdérméé on positiivisilla koordinaattiakseleilla ja
maanplntaa edustaa xy-taso. Auringon sateiden suunta tietylla hetkelld on

S=i+ 2] — 2k . Maarita rakennuksen varjon muoto, kun kuution sarma on 5,0 m.

Ratkaisu:
Pisteen (5, 0, 5) kautta kulkeva valonsédde on suorax=5+t,y=2t,z=5-2t,teR.

Kun asetetaan z = 0, saadaan t = 2%. Silloin x = 7% jay =5. Tuloksena on piste

(7 % 5, 0). Vastaavasti karjen (5, 5, 5) kautta kulkevalle suoralle saadaan xy-tason
pisteeksi (7%, 10, 0). Kérjen (0, 5, 5) kautta kulkeva suora puolestaan leikkaa xy-
tason pisteessé (2% 10, 0). N&ma kolme pistettd yhdessé pisteiden (5, 0, 0), (5, 5, 0)

ja (0, 5, 0) kanssa maaréavat kuvaan piirretyn varjomonikulmion.
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