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Polynomiyhtalon ratkaiseminen

Eri lajin yhtaldiden ratkaisutavat poikkeavat toisistaan. Siksi on tarkeéa tunnistaa yhta-
I6tyyppi. Polynomiyhtal6 on yhtéld, joka voidaan esittdd muodossa P(x) = 0. Tdssa

P(x) on muuttujan x polynomi eli sellainen summa, jonka yhteenlaskettavat eli termit

ovat muotoa ax". Termin kerroin a on reaaliluku ja eksponentti n luonnollinen luku
elin=0,1,23, ...

Ensimmaisen asteen yhtald
Ensimmaéisen asteen yht&ldé on muotoa ax+b = 0. Sitd sanotaan myos lineaariseksi
yhtaloksi, koska siihen liittyva yhtald y = ax + b esittdd suoraa. Yhtalon ratkaisu on

b L . .
x = ——. Koordinaatistossa se on suoran y = ax +b ja x-akselin leikkauskohta.
a

Esimerkki 1

a) Ratkaise yhtalo §+% =0.

b) Maarité suoran y = —% X+ 2 ja x-akselin leikkauspiste.

Ratkaisu:
a) Kerrotaan yhtalo §+ % =0 luvulla 6, jolloin saadaan 2x + 3 = 0. Siitd

2x=-3 ja x:—E:—li.
2 2

b) Suoran ja x-akselin leikkauspisteessa on 'y = 0 eli nyt —%x +2=0. Kerrotaan

yhtal6 luvulla 3, jolloin saadaan —x+6 =0 ja siitd x = 6. Haettu leikkauspiste
on (6, 0).

Toisen asteen yhtdlo

Toisen asteen yhtalén ax? +bx +c =0 juuret voidaan laskea ratkaisukaavalla

‘o ~b++b? -4ac
2a
keavat helpommin ilman ratkaisukaavaa. Ratkaisujen lukumaara riippuu diskriminan-

tin D = b? — 4ac arvosta seuraavalla tavalla:

. Vaillinaiset yhtalét ax? =0, ax®> +bx=0 ja ax? +¢ =0 rat-




_b++/D

e Jos D >0, yhtalolla on kaksi eri suurta reaalijuurta x, , = >
’ a

e Jos D =0, yhtaldlla on yksi juuri, ns. kaksoisjuuri X, , = oa

e Jos D <0, yhtalolla ei ole reaalisia juuria.

s . : b . c
Laskemalla ndhdaan, etté juurien X; ja X, summaon x; + X, =—— jatulo x;x, = —.
a a

Kun tunnetaan toisen asteen yhtald ax? +bx+c =0 juuret eli polynomin ax® +bx+c
nollakohdat, kyseinen polynomi voidaan jakaa tekijoihin seuraavan lauseen esittamalla
tavalla.

Jos X; ja X, ovat polynomin ax? +bx + ¢ nollakohdat, niin
ax? +bx+c=a(x—x)(X-X,).

Lause on johdettu kurssissa MAA2 ja se tarjoaa kétevén keinon jakaa toisen asteen
polynomi tekijoihin. Jos toisaalta tiedetdan, ettd esimerkiksi x —t on polynomin

ax? +bx +c tekija eli jos ax? + bx + ¢ = (x —t)Q(x) , nahdaan suoraan, etta luku t on
polynomin ax® +bx + ¢ nollakohta. Nimittain, kun x = t, niin ax® +bx+c¢ = 0.

N&ma tulokset voidaan yleistdd koskemaan mitd tahansa polynomia eli on voimassa
seuraava lause:

Tekijélause

Luku a on polynomin P(x) nollakohta tarkalleen silloin, kun
P(x) on jaollinen (x — a):lla.

Tekijélause sisaltad kaksi toisilleen kaanteisté lausetta:
1. Jos luku a on polynomin P(x) nollakohta, niin P(x) on jaollinen (x — a):lla.
2. Jos P(x) on jaollinen (x —a):lla, niin luku a on polynomin P(x) nollakohta.

Lauseista edellinen perustellaan kurssissa MAA12. Jalkimmainen seuraa suoraan siita,
ettd jos x — a on P(x):n tekijd, niin P(x) = (x—a)Q(x), jolloin P(a)=0.

Jos Xy, Xy, ..., X, ovat polynomin a,x" +a, ;X" +..4+a,x +a, nollakohtia, niin po-
lynomi on jaollinen jokaisella erotuksella X —X;, X—X,, ..., X=X, jandin ollen
myos tulolla (X — X, )(X = X;) - (x = X, ) . Koska polynomin asteluku on n, ei sanotun
tulon tekijoitdkaan voi olla enempéd. Saadaan seuraavat samansiséltoiset tulokset:

Astetta n olevalla polynomilla on enintédan n nollakohtaa.
Astetta n olevalla polynomiyhtél6lla on enintdén n juurta.



Esimerkki 2
Ratkaise yhtalo. a) x(2x-1)=0 b) x(2x-1)=1 c) x(2x-1)=-1

Ratkaisu:
a) Kun x(2x —1) =0, on tulon nollasddanndn mukaan x =0 tai 2x —1=0. Rat-

kaisuksi saadaan x = 0 tai x =l.

b) Yhtalo x(2x —1) =1 kirjoitetaan ensin muotoon 2x? — x =1 ja edelleen

1+,1-4-2-(-)) _1%4/9
4 4

2x? —x —1=0. Ratkaisukaavan mukaan X =

+ —
=£,josta x=£=1 tai x=—2=—£.
4 4 4 2
¢) Yhtdl6 x(2x —1) = —1 saatetaan normaalimuotoon 2x? —x+1=0. Koska

diskriminantti D = (-1)% —4-2-1=-7 <0, yhtaléll4 ei ole (reaalisia) ratkaisuja.
. 1 . 1 . .
Vastaus: a) x =0 tai x =5 b)x=1tai x= 5 C) ei ratkaisuja
Esimerkki 3
Jaa tekijoihin. a) 3x> +5x—2 b)) 9x? —12x+4 c) x?2 —4x+5

Ratkaisu:
Ratkaistaan nollakohdat.

a) 3x> +5x—2 =0
~5+25-4.3-(-2) -5+.49 -5+7
6 6

X=

X:E:l tal Xx=—-=-2
6 3

Talldin 3x? +5x — 2 = 3(x —%)(x +2)=(Bx-1)(x+2)

b) 9x* —12x+4 =0
L _12£\144-4.9-4 120 12 _2

18 18 18 3

Polynomilla on kaksikertaisena nollakohtana % , joten

2 _otx— 2 x=2y=3(x—2y.3(x — 2
Ox“ —12x+4=9(x 3)(x 3) 3(x 3) 3(x 3)

=(3x—2)(3x - 2) = (3x — 2)°.
Huomautus:
Tulos saataisiin suoraan kaavaa a® — 2ab +b? = (a —b)? soveltamalla.



c) x? —4x+5=0
‘= 4+416-4-1-5 _4i\/—4
2 2
Huomataan, etta reaalisia nollakohtia ei ole, koska diskriminantti D=-4<0.

Siksi x* —4x +5 ei jakaudu reaalisiin ensimmaisen asteen tekijéihin.

Huomautus:
Kompleksilukualueella voitaisiin menetell& seuraavasti:

X_4J_r\/—4 _A4x2i
2 2
Tama tekijoihin jakotapa ei kuulu lukiokurssien keskeiseen sisaltoon.

=2+i,jolloin x* —4x+5 = (x=2—i)(x =2 +1).

Vastaus: a) (3x —1)(x+2) b) (3x—2)? C) ei jakaudu tekijoihin

Esimerkki 4
Milla vakion k arvolla polynomi 2x? — 3kx + k? on jaollinen (x + 3):lla?

Ratkaisu:
Polynomi on jaollinen (x + 3):lla eli (x — (-3)):lla, mikéli polynomin nollakohta-

na on —3. T&lldin annetulle polynomille 2-(-3)% — 3k - (-3) + k? =0 eli sieven-

-9+ —4.1.
nettyna k? + 9k +18=0. Ratkaisukaavan mukaan k = o 812 A
=— 2 ; Vo =— 93 . Vastaukseksi saadaan kaksi k:n arvoa: k = -6 tai k =-3.

Korkeamman asteen yhtdlo

Korkeamman asteen yhtél6lla tarkoitetaan polynomiyhtél6a, jonka asteluku on vahin-
tdan kolme. Nama yhtalot ratkaistaan usein niin, ettd polynomi jaetaan tekijoihin ja
kaytetdan sen jalkeen tulon nollasaantda. Erikoistapauksissa voidaan kdyttaa myods
muita menetelmia.

Esimerkki 5
Ratkaise yhtald. a) x* —2x=2x% b) x* =x*=6 ¢) x> —6x? =2x-12

Ratkaisu:
a) Termeja siirtamalla saadaan x* —2x? — 2x =0 jasiita x(x> —2x—2)=0.
Tulon nollasaannon mukaan x = 0 tai x? — 2x — 2 =0. Jalkimmaisesta saadaan

2£44+8 2+412 2423
2 2 2

ratkaisukaavalla x = =1+ \/§ . Yhtélon ratkaisu

on x =0 tai x=14_r\/§.



b) Termin siirrolla saadaan x* —x® —6=0. Yhtal on tyypiltaan bikvadraatti-
nen ja voidaan ratkaista toisen asteen yhtlén tapaan. Merkitdan x? =y jolloin

1441424 145
2 2

y2—y—-6=0.Siitd y= .Néin ollen y =x? =3 tai

y = x? =2 Jalkimmaisella yhtal6ll4 ei ole ratkaisuja, joten kaikki ratkaisut
ovat X =++/3.

c) Termeja siirtamalla saadaan x® —6x? — 2x +12=0. Erotetaan kahdesta en-
simmaisesta termisté yhteinen tekija x° ja kahdesta viimeisesta —2. Tall6in
x%(x —6) — 2(x — 6) = 0. Nyt voidaan erottaa yhteiseksi tekijaksi x — 6. Tall6in
saadaan tulomuoto (x —6)(x® —2) =0. Tulon nollasa&nnén mukaan x — 6 = 0
tai x> —2=0. Naista nahdaan helposti ratkaisu x = 6 tai x = +2.

Esimerkki 6
Osoita, ettd polynomi P(x) = 2x® —3x? — x +1 on jaollinen binomilla 2x —1.

Ratkaisu:

Koska 2x —1=2(x —%), niin polynomi P(x) on jaollinen binomilla 2x —1, jos
se on jaollinen myos binomilla x —% . Tadma patee puolestaan edellytyksell, et-
té luku % on polynomin P(x) nollakohta. Koska

3 2
Pl :21 _31 _£+1:E_§_£+1:g_§_i+§zo,
2 2 2 2 8 4 2 8 8 8 8

niin P(x) on jaollinen binomilla x—% jasiis myos binomilla 2x —1.

Jakoalgoritmi

Polynomin saattaminen tulon muotoon yhtalon ratkaisemista varten edellytt&é joskus
jakamista jakokulmassa eli jakoalgoritmin kéayttoa. Sitd valaisee seuraava esimerkki.
Jakoalgoritmi on tdydentdvaa oppiainesta, ja sen soveltaminen keskittyy syventavaan
kurssiin MAA12.

Esimerkki 7
Jaa polynomi P(x) = x® —3x? + 4 jakokulmassa binomilla x — 2.

Ratkaisu:
Koska P(2) =8-12+4=0, niin P(x) on jaollinen (x — 2):lla. Suoritus jako-
kulmassa néyttaa seuraavalta:



+x2 F 2x Osamaardaon x> —x—2.
-2x+4
+2XF4

Jakoalgoritmin vaiheet ovat seuraavat:

1.  Jaettava ja jakaja jarjestetdan alenevien potenssien mukaiseen jarjestykseen. Ja-
ettavassa voidaan jattaa tyhja tila puuttuvaa astelukua olevan termin kohdalle.

2. Osamadran ensimmainen termi saadaan jakamalla jaettavan ensimmainen termi
jakajan ensimmaisella termilla. Siis x3:x = x?.

3. Saadulla osamaaran termilla kerrotaan jakaja x — 2 ja tulos x3 —2x? vahenne-
taan jaettavan vastaavista termeistd. Vahennyslasku kannattaa muuntaa yhteen-
laskuksi, jolloin véhentdjan etumerkit on muutettava.

4.  Jaettavaksi otetaan saatu erotus —x? taydennettyna lopuilla alkuperaisen jaetta-
van termeilld Yleensa nditd "pudotetaan™ ké&sittelyyn vain, jos vastaavan korkui-
nen termi muodostuu seuraavassa kertomisvaiheessa.

5. Osamaéaran toinen termi l0ytyy kuten ensimmainenkin. Menettelya jatketaan,
kunnes jaettavan asteluku on pienempi kuin jakajan. Jakojaannds ratkaisee, me-
neeko jako tasan.

Kun tavalla tai toisella I6ydetddn korkeamman asteen yhtalon P(x) =0 yksi juuri,

voidaan polynomi P(x) jakaa tekijoihin. Juuri voidaan 10ytaa pelkastaan kokeilemalla,
mutta sen etsiminen helpottuu, jos pystytédén rajaamaan juuriehdokkaiden méaraa. Kun
yhtélon kertoimet ovat kokonaislukuja, voidaan kdyttaa seuraavaa lausetta. Lause to-
distetaan kurssissa MAA12.

Jos kokonaiskertoimisella polynomiyhtal6lla on rationaalijuuri P (supistettu),
q

niin p on vakiotermin ja g korkeinta astetta olevan termin kertoimen tekijé.

Esimerkki 8

Esita yhtalon 3x3 —4x? + 7x — 2 =0 kaikki rationaaliset juuriehdokkaat ja tut-
ki, onko niiden joukossa yhtalon juuria.



Ratkaisu:

Yhtalon kertoimet ovat kokonaislukuja. Jos yhtalon juurena on supistettu ratio-
naaliluku , saadaan seuraavat mahdollisuudet: p= +1,+2 jaqg=+1,+ 3.
q
Néiden perusteella L +1,+2,+
q

, + — . Rationaalisia juuriehdokkaita on siis

w|
wlN

kahdeksan. Kun jokainen kokeillaan erikseen, huomataan, etté yhtalén ainoa ra-

. T 1
tIOI’]aa“jUUI’I on X=§.

Esimerkki 9
a) Osoita, ettd yhtalolla x* —5x —3=0 ei ole rationaalijuuria.
b) Ratkaise yhtalé x® —5x—2=0.

Ratkaisu:

a) Yhtalo x® —5x —3=0 on kokonaiskertoiminen. Jos sill4 on juurena (supis-

tettu) rationaaliluku B, niin p=+1,+3 ja q=+1, joten —= +1,+ 3. Miké&én
q q

naistd ehdokkaista ei ole yhtalon juuri (totea!), joten yhtalolla ei ole rationaali-
juuria.

b) Yhtalén x* —5x —2 =0 mahdolliset rationaalijuuret ovat Py 1,£2.

Huomataan, ettd (—2)° —5-(-2) —2=-8+10-2=0, joten yksi juuri on
X =—2. Polynomi on silloin jaollinen (x + 2):lla.

x2—2x -1
x+2| x3 —5x—2
F x3 F2x2
—2x% —5x
+2x% + 4x
—Xx=2 Jakolaskun tuloksena
J_rx_a_LZ x3 —5x—2=(x+2)(x* —2x-1).

Merkitaan x> —2x—-1=0, jolloin

2+,4-4.1-(-1 + +
LS : ()=2—2*/§=2—22*/§=1iﬁ.

Vastaus: x=-2 tai X:1i\/§



Laskimen kayttd

Nykyaikaisissa laskimissa on monipuolisia toimintoja, jotka ovat avuksi yhtélgita rat-
kaistaessa. Niita kannattaa ilman muuta kayttaa ainakin laskemalla saatujen ratkaisu-
jen tarkistamisessa.

Polynomiyhtal6isté toisen ja kolmannen asteen yhtalot ratkeavat yleensa suoraan nap-
pailemélla laskimeen yhtaléssa P(x) =0 esiintyvan polynomin kertoimet. Ratkaise-
minen voidaan toteuttaa myos graafisesti madrittamalla polynomifunktion P nollakoh-
dat. Grafiikkanaytolle piirretyn kéyrén avulla saadaan usein riittdva yleiskésitys juur-
ten sijainnista, ja koordinaatiston mittakaavaa muuttamalla voidaan péasta tarkempiin
juuren likiarvoihin.

Esimerkki 10
a) Ratkaise laskimen avulla yhtalo x* —5x—2=0.

b) Yhtalolla x* — 2x® —2 =0 on tarkalleen kaksi reaalijuurta. Maarita laskimel-
la niiden nelidesimaaliset likiarvot.

Ratkaisu:

a) Siirrytddn laskimessa kolmannen asteen polynomiyhtél6iden ratkaisuvalmiu-
teen ja syOtetdan jarjestyksessa termien kertoimet 1, 0, -5 ja—2. Huomaa, etta
puuttuvaa astelukua vastaavan termin kertoimeksi syotetdén 0.

Laskin antaa likiarvotulokset -2, —0,414214 ja 2,414214. Naist4 ensimmaéinen
voidaan sijoittamalla todeta tarkaksi arvoksi. Sen jalkeen voidaan tarkkojen ar-
vojen saamiseksi menetelld kuten esimerkissé 9.

b) Merkitaan f(x)=x"* —2x® —2 ja piirretdan graafisella laskimella funktion f
kuvaaja (ohessa). Sen jélkeen laskin etsii nollakohdat YA

toiminnoilla G-SOLV ja ROOT. Voidaan myos kéyt- \ . /
t44 toimintoja ZOOM ja TRACE. Edellisell4 suuren- \ N /
netaan tai pienennetaan piirrosmittakaavaa ja jal-

kimmaisella jaljitetadn nollakohdat kuvaajaa kaytta- /
en. )

2
z

Haetut tulokset ovat pyydetylla tarkkuudella —0,8850
ja2,1903.

Yhtélon ratkaiseminen graafisesti on yksi esimerkki numeerisista menetelmista juur-
ten I0ytdmiseksi. Naitd menetelmi& on useita kuten haarukointi, puolitusmenetelma,
Newtonin menetelmaé ja kiintopistemenetelma. Nama menetelmét esitelladn lahemmin
kurssissa MAA12.



Tehtavia

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Méérita paraabelin y = —x? + 2x + 2 ja a) x-akselin, b) suoran y = —x + 2 leik-
kauspisteet.

Ratkaise yhtalo.
a) x> +3x*+3x+1=0 b) x*—2x* -5x+10=0 ¢) x*-16=0

Ratkaise yhtalo.
a) X' +2x*-x-2=0 b) x* —7x*-8=0 c) x*-7x*-8=0

Onko polynomi jaollinen binomilla x —3?
a) 2x* —4x-5 b) x> —6x+9 c) x* —2x° —4x+3

Polynomi P(x) = 3x® +ax” +bx + ¢ on jaollinen binomilla x*> —4 ja P(4) = 36.
Maérita P(x).

Maarita vakiolle a sellainen arvo, etta polynomilla 3x* —4x + a on tekija x—1.
Jaa polynomi tekijoihin.

Maarita sellainen toisen asteen polynomifunktio, jolla on nollakohdat —3 ja 2 ja
jonka arvo kohdassa 1 on 4.

Kolmannen asteen polynomifunktion P(x) nollakohdat ovat — 2, —1 ja 1. Maa-
rita P(x), kun kyseisen funktion kuvaaja kulkee pisteen (2, 24) kautta.

Tutki, onko yhtal6lla rationaalijuuri. Myonteisessa tapauksessa ilmoita tamé juuri.
a) 3x®+2x?—4x+1=0  b) 2x3+5x2-1=0 c¢) x*-12x-3=0

Tiedetaan, etta luku 4 on yhtalén 2x3 —33x+4 =0 juuri. Maarita yhtalon muut
juuret.

Laske jakokulmassa.
a) (6x°®+5x*-2):(2x-1) b) (=2x* +3x* -1): (1+x)

Yksi yhtalon x* + x+1=0 juuristaon x = a. Osoita, ettd luku a on myos yhta-
16n x° +2x* —x? +1=0 juuri.

Osoita, ettei polynomi x® + 2tx* —tx + 2 ole millaén vakion t arvolla jaollinen
binomilla x+2t.

Suorakulmaisen sarmién muotoisen tavarakontin pituus on 1,5 m suurempi kuin
korkeus. Kontin paéty on nelién muotoinen, ja kontin tilavuus on 25 m®. Maarita
kontin paatynelion sivun pituus.

Ratkaise yhtalo x* +2x® -3=0.
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Vastauksia:

1.a) (1++/3,0) b) (0, 2) ja (3, 1)

2.a) x=-1 b) x =2, x=+/5 c) x=12
3.a) x=1x=-2 b)x:J_rZ\/E C) x=-1x=2
4. a) ei b) on c) on

5. P(x) =3x® —9x* —12x + 36
6.a=1, Bx—1)(x-1)
7. - x> —Xx+6

8. P(x)=2x° +4x* - 2x -4
1 1 - ..
9.a) x= 3 b) x= - C) ei rationaalijuurta

3 32

10. x=—2+—=-—2+1"°%
2 2

11.a) 3x* +4x+2  b) —2x3+2x* +x-1
14.25m

15. x=1,x=-1-3/2
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